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Ed 


Prefácio da primeira edição 


— What is jazz, Mr. Armstrong? 


—- My dear lady, as long as you have to ask that question, 
you will never know it. 


Esta é a primeira parte de um Curso de Análise. Nela se 
estudam as funções reais de uma variável real. 

A teoria é apresentada desde o começo. Não se faz uso 
de resultados que não sejam estabelecidos no texto. Todos os 
conceitos introduzidos são amplamente ilustrados por meio de 
exemplos. 

Apesar disso, é conveniente que os leitores deste livro pos- 
suam experiência equivalente à de dois semestres de Cálculo. 
Assim, terão alguma familiaridade com os aspectos computa- 
cionais mais simples e com a interpretação intuitiva de certas 
noções como limites, continuidade, derivadas, integrais e séries. 
Essas idéias constituem os temas fundamentais do curso. Elas 
são tratadas de modo auto-suficiente, mas a ênfase é colocada na 
conceituação precisa, no encadeamento lógico das proposições e 
na análise das propriedades mais relevantes dos objetos estuda- 
dos. 

As manipulações elementares e rotineiras com limites, deri- 
vadas, integrais, etc., embora necessárias, são deixadas de la- 
do, pois as supomos suficientemente exercitadas nos cursos de 
Cálculo. 

Isso não significa que menosprezemos os exercícios. Pelo con- 
trário, este livro contém várias centenas deles. Ler os enunciados 
cle todos e resolver quantos puder é uma tarefa essencial do leitor. 


Matemática não se aprende passivamente. ço 

Os exercícios ensinam a usar conceitos e proposições, des- 
fazem certos mal-entendidos, ajudam a fixar na mente idéias 
novas, dão oportunidade para explorar as fronteiras da validez 
das teorias expostas no texto e reconhecer a necessidade das 
hipóteses, apresentam aplicações dos teoremas demonstrados e 
informam o leitor sobre resultados adicionais, alguns dos quais 
não figuram no texto apenas por uma questão de gosto. 

Ao estudar o livro, o aluno está sendo conduzido pela mão 
do autor. Os exercícios lhe fornecem o ensejo de caminhar mais 
solto e, assim, ir ganhando independência. Para quem está con- 
vencido da importância de resolver os exercícios deste livro, um 
esclarecimento: eles variam muito em seus graus de dificuldade. 
Não se desencoraje se não conseguir resolver alguns (ou muitos) 
deles. É que vários são difíceis mesmo. Volte a eles depois, 
quando tiver lido mais do livro e se sentir mais confiante. Acho, 
porém, que incluí exercícios “resolvíveis” em número suficiente 
para satisfazer o amor-próprio de cada leitor. 

No final do livro, há uma lista de referências bibliográficas. 
Elas contêm material relacionado com os assuntos aqui tratados. 
A lista é bastante seletiva, refletindo fortemente meu gosto pes- 
soal. Nela foram incluídos os livros que, no meu entendimento, 
melhor servem como leitura colateral, esclarecendo, completan- 
do ou abordando sob outros aspectos os temas estudados neste 
livro. E 

-~ Ao adotar este livro num curso, o professor deve considerar 
a possibilidade de omitir o Cap. I, que contém apenas generali-: 
dades sobre conjuntos e funções. Se os alunos já estudaram antes 
estas coisas, o curso pode iniciar pelo Cap. II, servindo o Cap. 
I apenas para recordar certas definições, se necessário. Também 
o Cap. II pode ser omitido, se os alunos já tiverem aprendi- 

. do a teoria dos números naturais e as diferenças entre conjunto 
finito, enumerável e não-enumerável (num curso de Álgebra, por 
exemplo). Assim, para alunos com tal experiência, a leitura 
deste livro pode começar no Cap. III, onde são introduzidos os 
números reais. 


Uma palavra ao leitor: não se lê um livro de Matemática co- 
mo se fosse uma novela. Você deve ter lápis e papel na mão para 
reescrever, com suas próprias palavras, cada definição, o enunci- 
ado de cada teorema, verificar os detalhes às vezes omitidos nos 
exemplos e nas demonstrações e resolver os exercícios referen- 
tes a cada tópico estudado. É conveniente, também, desenhar 
figuras, (principalmente gráficos de funções) a fim de atribuir 
significado intuitivo aos raciocínios do texto. Embora as figu- 
ras não intervenham diretamente na argumentação lógica, elas 
servem de guia à nossa imaginação, sugerem idéias e ajudam a 
entender os conceitos. 

Ao terminar, tenho o prazer de registrar meus agradecimen- 
tos a várias pessoas, que contribuíram para tornar mais claro o 
texto em alguns pontos, e livrá-lo de erros em outros: meu colega 
Manfredo P. do Carmo, com espírito às vezes oposicionista, me 
obrigou a defender minha posição, quando isso era possível, e a 
ceder às suas críticas, quando procedentes; o Professor Renato 
Pereira Coelho, com paciência invulgar, apontou vários deslizes 
e pontos obscuros, que procurei corrigir. Sou também grato a di- 
versos alunos do IMPA que leram a versão preliminar e notaram 
erros. Não podendo mencionar cada um, agradeço entre eles a 
Paulo Villela e Maria Lúcia Campos. Finalmente, sou grato a 
Solange de Azevedo, que resolveu os exercícios e corrigiu alguns 
dos seus enunciados. 


Rio de Janeiro, agosto de 1976. 


ELON LAGES LIMA 


“Observação. As citações bibliográficas são feitas no texto colo- 
cando-se o nome do autor entre colchetes. Assim, por exemplo, 
[Hardy] significa uma referência ao livro de G.H. Hardy que cons- 
ta da lista na página 339. 


Prefácio da sexta edição 


As cinco edições posteriores diferem da primeira pela correção 
de vários erros tipográficos, pela modificação de dois ou três 
trechos obscuros e pelo acréscimo de alguns exercícios. Manifesto 
de público meu agradecimento aos leitores que me chamaram a 
atenção para esses pontos, destacando em especial os professores 
Oclide Dotto, Claus Doering, Carlos Ivan Simonsen Leal e Lino 
Sanabria. Agradeço ainda a boa acolhida que o livro recebeu dos 
meus colegas que o adotaram. Espero que ele continue a gozar da 
mesma confiança e merecer a colaboração desinteressada e cons- 
trutiva sob a forma de sugestões, críticas e reparos, com vistas a 
aperfeiçoamentos posteriores. 


Rio de Janeiro, julho de 1989. 


ELON LAGES LIMA 


Prefácio da décima primeira edição 


A principal mudança nesta edição é de ordem gráfica. Todo o 
texto foi digitado eletronicamente. Isto ensejou a oportunidade 
de incluir novas correções, especialmente algumas apontadas pelo 
Professor Florêncio Guimarães, além da cuidadosa revisão feita 
por Dayse Pastore e Priscilla Pomateli, a quem agradeço aqui. 
A nova diagramação foi feita por Rogério Trindade. 


Rio de Janeiro, 7 de janeiro de 2004. 


ELON LAGES LIMA 
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Capítulo I 


Conjuntos e Funções 


Introduziremos neste capítulo a linguagem de Conjuntos e 
Funções, que será utilizada sistematicamente nos capítulos se- 
guintes. Toda a Matemática é, hoje em dia, apresentada nessa 
linguagem; assim imaginamos que a maioria dos leitores já tenha 
certa familiaridade com o assunto. Entretanto, não exigiremos 
conhecimento prévio algum da matéria. 


. O objetivo deste livro é estudar conjuntos de números reais 
e funções reais de uma variável real. Os números reais serão 
apresentados no Cap. III. Estes dois primeiros capítulos são 
preliminares. Por isso nos permitiremos tratar aqui conjuntos 
e funções dentro do chamado “ponto de vista ingênuo”. Ou se- 
ja, adotamos um estilo informal e descritivo, em contraste com o 
ponto de vista axiomático, segundo o qual deveríamos apresentar 
uma lista completa de objetos não definidos e proposições não 
demonstradas (ou axiomas), a partir dos quais todos os conceitos 
seriam definidos e todas as afirmações provadas. O método a- 
xiomático será utilizado substancialmente a partir do Cap. HI. 
Aos leitores interessados em aprofundar seus conhecimentos so- 
bre Lógica e Teoria dos Conjuntos, recomendamos a leitura de 
[Tarski] e [Halmos], duas pequenas obras-primas que contêm tu- 
do o que um matemático precisa saber sobre esses assuntos. 


2 [CAP. |: CONJUNTOS É FUNÇÕES 


1 Conjuntos 


Um conjunto (ou coleção) é formado de objetos, chamados 
os seus elementos. A relação básica entre um objeto e um con- 
junto é a relação de pertinência. Quando um objeto x é um dos 
elementos que compõem o conjunto À, dizemos que x pertence a 
A e escrevemos 

xeaA. 


Se, porém, x não é um dos elementos do conjunto A, dizemos 
que x não pertence a À e escrevemos 


xA. 


Um conjunto À fica definido (ou determinado, ou caracteri- 
zado) quando se dá uma regra que permita decidir se um objeto 
arbitrário x pertence ou não a À. 


Exemplo 1. Seja À o conjunto dos triângulos retângulos. O 
conjunto A está bem definido: um objeto x pertence a A quando 
é um triângulo e, além disso, um dos seus ângulos é reto. Se x 
não for um triângulo, ou se x for um triângulo que não possui 
ângulo reto, então x não pertence a À. 

Usa-se a notação 


p Ro És Pelo PR e 


para representar o conjunto X cujos elementos são os objetos 
a,b,c, etc. Assim, por exemplo, (1, 2) é o conjunto cujos elemen- 
tos são os números 1 e 2. Dado o objeto a, pode-se considerar o 
conjunto cujo único elemento é a. Esse conjunto é representado 
por {a}. 

O conjunto dos números naturais 1,2,3,... será representa- 
do pelo símbolo N. Portanto 


N=(1,23,...) 


O conjunto dos números inteiros (positivos, negativos e zero) 
será indicado pelo símbolo Z. Assim, 


Le sb E E 23): 


[SEC. 1: CONJUNTOS = 3 


O conjunto Q, dos números racionais, é formado pelas frações 
p/q, onde p e q pertencem a Z, sendo q £ 0. Em símbolos, 


Q=(p/g PEZ, qeZ, q+%0). 


Lê-se: “Q é o conjunto das frações p/q tais que p pertence a Z, 
q pertence a Z e q é diferente de zero”. 

A maioria dos conjuntos encontrados em Matemática não 
são definidos especificando-se, um a um, os seus elementos. O 
método mais frequente de definir um conjunto é por meio de 
uma propriedade comum e exclusiva dos seus elementos. Mais 
precisamente, parte-se de uma propriedade P. Ela define um 
conjunto X, assim: se um objeto x goza da propriedade P, então 
x E X; se x não goza de P então x É X. Escreve-se 


X = (x;x goza da propriedade P}. 


Lê-se: “X é o conjunto dos elementos x tais que x goza da pro- 
priedade P”. 

Muitas vezes a propriedade P se refere a elementos de um 
conjunto fundamental E. Neste caso, escreve-se 


X = (x € E;x goza da propriedade P}. 


Por exemplo, seja N o conjunto dos números naturais e con- 
sideremos a seguinte propriedade, que se refere a um elemento 
genérico x € N: 

“x é maior do que 5”. 


A propriedade P, de um número natural ser maior do que 5, 


define o conjunto X = (6,7,8,9,...*, ou seja, 
X=(xeN, x>5. 


Lê-se: “X é o conjunto dos x pertencentes a N tais que x é maior 
do que 5”. 

Às vezes, ocorre que nenhum elemento de E goza da pro- 
priedade P. Neste caso, o conjunto (x € E;x goza de P} não 
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possui elemento algum. Isto é o que se chama um conjunto 
vazio. Para representá-lo, usaremos o símbolo (). 
Portanto, o conjunto vazio À é definido assim: 


Qualquer que seja x, tem-se x É (). 


Por exemplo, temos (x € N;j] < x < 2} = Ø. E também, 
(xx £x) = À. 

Dados os conjuntos À e B, dizemos que À é subconjunto de 
B quando todo elemento de A é também elemento de B. Para 
indicar este fato, usa-se a notação 


ACB. 


Quando A C B, diz-se também que A é parte de B, que A está 
incluído em B, ou contido em B. A relação À C B chama-se 
relação de inclusão. 


Exemplo 2. Os conjuntos numéricos N, Z e Q, acima apresen- 
tados, cumprem as relações de inclusão N C Z e Z C Q. Abre- 
viadamente, escrevemos N C Z C Q. 


Exemplo 3. Sejam X o conjunto dos quadrados e Y o conjunto 
dos retângulos. Todo quadrado é um retângulo, logo X C Y. 

~ Quando se escreve X C Y não está excluída a possibilidade 
de vir a ser X = Y. No caso em que X C Y e X Æ Y, diz-se que 
X é uma parte própria ou um subconjunto próprio de Y. 

Afirmar x € X equivale a afirmar {x} C X. 

A fim de mostrar que um conjunto X não é subconjunto de 
um conjunto Y, deve-se obter um elemento de X que não pertença 
a Y. Assim, por exemplo, não se tem Q C Z, pois 1/2 € Qe 1/2 
não é inteiro. 

Segue-se daí que o conjunto vazio () é subconjunto de qualquer 
conjunto X. Com efeito, se não fosse À C X, existiria algum x € À 
tal quex é X. Como não existe x € É, somos obrigados a admitir 
que 

Ø C X, seja qual for o conjunto X. 


[SEC. 1: CONJUNTOS E 5 


A relação de inclusão À C B é 


Reflexiva — A C À, seja qual for o conjunto A; 
Anti-simétrica — se A C B e B C A, então A = B; 
. Transitiva - se A C B e B C C, então A C C. 


A verificação desses três fatos é imediata. 

Segue-se da propriedade anti-simétrica que dois conjuntos À 
e B são iguais precisamente quando A C B e B C A, isto é, 
quando possuem os mesmo elementos. 

Lembremos que, seja quais forem os significados dos símbolos 
E e D, o sinal de igualdade numa expressão como E = D significa 
que os símbolos E e D estão sendo usados para representar o 
mesmo objeto. Em outras palavras, uma coisa só é igual a si 
mesma. 

No caso de conjuntos, escrever A = B significa que A e B 
são o mesmo conjunto, ou seja, que A e B possuem os mesmos 
elementos. Sempre que tivermos de provar uma igualdade entre 
conjuntos A e B, devemos demonstrar primeiro que A C B (isto 
é, que todo elemento de A pertence necessariamente a B) e, 
depois, que B C A. 

Dado um conjunto X, indica-se com P(X) o conjunto cujos 
elementos são as partes de X. Em outras palavras, afirmar que 
A € P(X) é o mesmo que dizer A C X. P(X) chama-se o con- 
junto das partes de X. Ele nunca é vazio: tem-se pelo menos 


De P(X)eXe P(X). 
Exemplo 4. Seja X = {1,2,3}. Então 
P(X) = (0,013, 12), {3}, (1, 2}, {1,3}, {2, 3}, X}. 
Sejam P e Q propriedades que se referem a elementos de um 
certo conjunto E. As propriedades P e Q definem subconjuntos 


X e Y de Ẹ, a saber: 


X = {x € E; x goza de P} e Y = {y € E; y goza de Q}. 
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As afirmações “P implica Q”, “se P, então Q”, “P acarreta 
Q”, “P é condição suficiente para Q”, “Q é condição necessária 
para P” têm todas o mesmo significado. Elas querem dizer que 
X C Y, ou seja, que todo objeto que goza de P também goza de 
Q. Para exprimir este fato, usa-se a notação 


PQ. 


Também as afirmações “P se, e somente se, Q”, “P é condição 
necessária e suficiente para Q” têm todas o mesmo significado. 
Querem dizer que P = Q e Q > P, ou seja, que o conjunto X dos 
elementos que gozam da propriedade P coincide com o conjunto 
Y dos elementos que gozam de Q. A notação que exprime este 
fato é 

PSQ: 


2 Operações entre conjuntos 


A reunião dos conjuntos A e B é o conjunto A U B, formado 
pelos elementos de A mais os elementos de B. Assim, afirmar 
que x € AUB significa dizer que pelo menos uma das afirmações 
seguintes é verdadeira: x € A oux € B. Podemos então escrever: 


AUB=(x; xe À ou xEB} 


Ao contrário da linguagem vulgar, a palavra “ou” é sempre 
utilizada em Matemática no sentido lato: ao dizer “x € À ou 
x € B” quer-se afirmar que pelo menos uma dessas duas alter- 
nativas é verdadeira, sem ficar excluída a possibilidade de que 
ambas o sejam, isto é, de se ter ao mesmo tempo x € A exe B. 


É E 
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Na figura acima, onde A e B são discos, a reunião AUB éa 
parte hachurada. 

Sejam quais forem os conjuntos A e B, tem-se À CAUBe 
BCAUB. 

A interseção dos conjuntos À e B é o conjunto ANB, formado 
pelos elementos comuns a A e B. Assim, afirmar quex E ANB 
significa dizer que se tem, ao mesmo tempo, x € Aex EB. 
Escrevemos então 


ANB=(x xe A e xe Bh) 


Pode ocorrer que não exista elemento algum x tal que x € À 
ex € B. Neste caso, tem-se A NB = É e os conjuntos À e B 
dizem-se disjuntos. 


Na figura acima, os conjuntos A e B são representados por 
discos e a interseção A N B é a parte hachurada. 
"Quaisquer que sejam os conjuntos A e B tem-se ANB CA 
eAnBcB. 


Exemplo 5. Sejam A ={x € N;x<10)eB=(xeN; x> 5). 
Então AUB=Ne ANB =(6,7,8,9,10). 


Exemplo 6. Sejam A = (x € N; x > 2} o conjunto dos números 
naturais maiores do que 2 e B = {x € N; x < 3} o conjunto dos 
números naturais menores do que 3. Então ANB = Ø, pois 
não existem números naturais x tais que 2 < x < 3. Assim os 
conjuntos À e B são disjuntos. 
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Relacionamos nas listas abaixo as principais propriedades for- 
mais das operações de reunião e interseção. 


UN) AUG=A ny) And=6 
U2) AUA=A NJ ANA=A 
u3) AUB=BUA n3) ANB=BNA 
u4) (AUB)UC=AU({BUC)]| N4) (ANB)NC= 
=AN(BNC) 
U5) AUB=ASBCA N5)ANB=ASACB 
UG) ACB,A'CB' > n6)ACB,A'CB'>5 
> AUA'cBUB' > ANA'cBNB' 
U7) AU (BN O) = n7) AN(BUC)= 
=(AUB)N(AUC) =(ANBJU(ANC) 


A demonstração de qualquer dessas propriedades se reduz 
ao manejo adequado dos conectivos “e” e “ou”. Na realidade, 
podemos interpretar as propriedades acima como regras formais 
para o manejo desses conectivos. Demonstremos uma delas, a 
título de exemplo. 

Vamos demonstrar agora U7. Primeiramente provaremos que 
AU(BNC) c (AUB)N(AUC). Ora, dado x€ AU(BNO), 
tem-se x € À ou, então, x E€ BNC. No primeiro caso, vem 
xe AUBex e AUC, dondex € (AUB)N(AUC). 
No segundo caso temos x € Bex €e C. Dex € B segue-se 
xe AUB ede x €C conclui-se x € AUC. Logo, xe AUB 
exe AUC, isto é x € (AUB)N(AUC). Em qualquer 
hipótese, x € A U (B N C) implica x € (A U B) N (AU C). 
Isto quer dizer: AU(BNC) c (AU B)N (AUC). Agora 
mostraremos que (AUB)N(AUC) CAU(BNC). Para isto, 
seja x E€ (AUB)N(AUC). Então x € AUB ex € AUC. Dentro 
desta situação, há duas possibilidades: ou x € A ou x ¢ A. Se 
for x É A, então (como x € AUB ex € AU C) deve ser x € B 
ex E C, isto é x € BNC e, portanto, x E€ AU {BN C). Se: 
for x € A então evidentemente x € A U (B N C). Em qualquer 
hipótese, x e (AUB)N (AUC) implica x € AU (BNC), ou seja, 
(AUB)N({AUC)c AU (BN C), como queríamos provar. 

A diferença entre os conjuntos A e B é o conjunto A — B, 
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formado pelos elementos de A que não pertencem a B. Em 
símbolos: 


A-B=(xxeAÃ e xgB) 


Na figura acima, onde os conjuntos A e B são representados 
por discos, a diferença A — B é a parte hachurada. 

Não se exige que B esteja contido em A para formar a dife- 
rença À — B. Quando À e B são disjuntos, nenhum elemento de 
A pertence a B, portanto, A—B = A. Em qualquer caso, tem-se 
A-B=A-(ANB). 

Quando se tem B C A, a diferença À — B chama-se o com- 
plementar de B em relação a A e escreve-se 


A —B = LAB. 


Freqüentemente, tem-se um conjunto E que contém todos 
os conjuntos que ocorrem numa certa discussão. Neste caso, a 
diferença E — X chama-se simplesmente o complementar de X e 
indica-se com a notação LX. = 

Por exemplo, nos capítulos seguintes, estaremos estudando 
subconjuntos do conjunto R, dos números reais. Dado X C R, a 
diferença R — X será char ada o complementar de X e indicada 
pelo símbulo CX, sem necessidade de mencionar explicitamente 
que se trata de complementar em relação a R. 

Confirmando: se nos restringimos a considerar elementos per- 
tencentes a um conjunto básico E, então 


xe lXexgEX. 
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Exemplo 7. Sejam A = {x € Z; x > —3} e B = {x € Z; x < 2). 
Então A — B = {x € Z; x > 3}e B—A = {x € Z; x < —4}. 
Tomando Z como conjunto básico, então LA = {inteiros menores 
do que —3} e CB = (inteiros maiores do que 2). 

A noção de diferença reduz-se à de complementar, do seguinte 
modo: dados À e B, contidos num conjunto fundamental E, re- 
lativamente ao qual tomamos complementares, temos: 


A-B=AntLB. 


Com efeito x €e A-BSxeAÃexgégBosxe Ae 
xe Boxe AnNCB. 

Relacionamos abaixo as principais propriedades formais da 
operação de tomar complementares. Os conjuntos À e B são 
partes de um conjunto fundamental E, em relação ao qual esta- 
mos tomando os complementares. 


) C(A) =A, 
) ACB&[BcIA, 
C3) A=0% DA s=E, 
) CAUB)=CAnNCB, 
) C(An B) = [A u DB. 


Demonstraremos estas cinco propriedades. 
C1) Temos x € C(LA) & x ELA & x € A. Logo L(CA) =A. 


C2) Suponhamos A C B. Então um elemento x € CB não 
pode pertencer a B e, com maior razão, não pertencerá a A. 
Logo x € CB > x € CA, ou seja CB c CA. Reciprocamente, 
se temos CB c LA então, pelo que acabamos de ver, deve ser 
C(CA) c C(CB). Usando C1, obtemos A C B. 


C3) A = 0 & x É A para todo x € E & x € LA para todo 
xEESIA=E. 


C4) Como A C AUB e B C AUB, segue-se de C2 que 
C(A U B) c CA e C(A U B) c CB, donde L(A U B) c CA n LB. 
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Seja X = LA N LB. Temos X c CA e X c CB. Por C2, vem 
A c EXeBc CX, donde AUB c CX. Por C2 e Cl, vem 
X c C(AU B), isto é, CA NCB c EA UB). Concluímos que 
C(AUB) =LAnCB. 


C5) Demonstração análoga a C4. 


As propriedades acima mostram que, tomando-se comple- 
mentares, invertem-se as inclusões, transformam-se reuniões em 
interseções e vice-versa. 


Na figura à esquerda, A é um disco, contido no retângulo, 
que é o conjunto fundamental E. O complementar de À é a 
parte hachurada com listras horizontais. Na figura da direita, À 
e B são discos. O complementar de A é hachurado com listras 
horizontais e o complemitar de B com listras verticais. Então 
C(AUB) é a parte quadriculada, enquanto C(ANB) é a parte que 
tem alguma listra (vertical, horizontal ou ambas). Isto mostra 
que L(A U B) = LA NLB e C(A NB) = CA ULB. 

Outra operação útil entre conjuntos é o produto cartesiano. 
Ela se baseia no conceito de par ordenado, que discutiremos ago- 
ra. 

Dados os objetos a,b, o par ordenado (a,b) fica formado 
quando se escolhe um desses objetos (a saber: a) para ser a 
primeira coordenada do par e (consequentemente) o objeto b 
para ser a segunda coordenada do par. Dois pares ordenados 
(a,b) e (a’, b’) serão chamados iguais quando suas primeiras 
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coordenadas, a e a”, forem iguais e suas segundas coordenadas, 
b e b’, também. Assim 


(a,b) = (a'b) & a=a eb=b'. 


Não se deve confundir o par ordenado (a, b) com o conjunto 
{a,b}. Com efeito, como dois conjuntos que possuem os mesmos 
elementos são iguais, temos {a,b} = (b, a), sejam quais forem 
aet. Por outro lado, pela definição de igualdade entre pares 


ordenados só temos (a,b) = (b,a) quando a = b. Notemos 
ainda que (a, a) = {a}, enquanto que (a, a) é um par ordenado 
legítimo. 


O produto cartesiano dos conjuntos A e B é o conjunto A x B 
cujos elementos são todos os pares ordenados (a, b) cuja primeira 
coordenada pertence a À e a segunda a B. Portanto: 


AxB=f(a,b))acAebe B). 


Quando A = B, temos o produto cartesiano A2=AXA. 
O subconjunto A C A x À, formado pelos pares (a, a) cujas 
coordenadas são iguais, chama-se a diagonal de A?. 


Na figura à esquerda, os conjuntos À e B são representados 
por segmentos e o produto cartesiano A x B por um retângulo. 
À direita, temos o quadrado A x À = AŻ, no qual se destaca a 
diagonal À. 


[SEC. 3: FUNÇÕES a 13 


Exemplo 8. Sejam A ={1,2,3} e B={x,y} Então 
A x B ={(1,x), (1,4), (2, x), (2,4), (3, x), (3,0). 


Exemplo 9. A introdução de coordenadas cartesianas no plano 
faz com que cada ponto seja representado por um par ordenado 
(x,y), onde x é sua abscissa e y sua ordenada. Isto identifica o 
plano com o produto cartesiano R? = R x R, onde R é o conjunto 
dos números reais. 


3 Funções 


Uma função f: A — B consta de três partes: um conjunto 
A, chamado o domínio da função (ou o conjunto onde a função é 
definida), um conjunto B, chamado o contradomínio da função, 
ou o conjunto onde a função toma valores, e uma regra que 
permite associar, de modo bem determinado, a cada elemento 
x € A, um único elemento f(x) € B, chamado o valor que a 
função assume em x (ou no ponto x). . 

Usa-se a notação x — f(x) para indicar que f faz corresponder 
axo valor f(x). 

Muitas vezes se diz a “função f” em vez de “a função 
f: A — B”. Neste caso, ficam subentendidos o conjunto A, 
domínio de f, e o conjunto B, contradomínio de f. 

Não se deve confundir f com f(x): f é a função, enquanto que 
f(x) é o valor que a função assume num ponto x do seu domínio. 

A natureza da regra que ensina como obter o valor f(x) € B 
quando é dado x € A é inteiramente arbitrária, sendo sujeita 
apenas a duas condições: 


12 Não deve haver exceções: a fim de que f tenha o conjunto À 
como domínio, a regra deve fornecer f(x) para todo x € A; 


2º Não deve haver ambigúidades: a cada x € À, a regra deve 
fazer corresponder um único f(x) em B. 


Vemos que não existem funções “plurívocas”. Pela segunda 
condição, acima, sex = y em À, então, f(x) = f(y) em B. 
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Segue-se das considerações acima que duas funções f: A — B 
e g: A! — B’ são iguais se, e somente se, A = A’, B = B’ 
e f(x) = g(x) para todo x € A. Ou seja, duas funções são 
iguais quando têm o mesmo domínio, o mesmo contradomínio e 
a mesma regra de correspondência. 


Exemplo 10. Sejam P o conjunto dos polígonos do plano, R o 
conjunto dos números reais e f: P — R a função que associa a 
cada polígono x sua área f(x). 


Exemplo 11. Sejam A = B = Q. Tentemos definir uma função 
f: Q > Q, considerando a seguinte regra: a cada número x € Q, 
façamos corresponder o número f(x) € Q tal que x - f(x) = 1. 
Esta regra não define uma função de Q em Q, pois, dado 0 € Q, 
não existe número racional algum y = f(0) tal que 0- y = 1. 
Entretanto, se escolhermos o conjunto À = Q-—(0) para domínio, 
a mesma regra define a função f: A 5 Q, f(x) = 1/x. 


Exemplo 12. Sejam T o conjunto dos triângulos do plano e Rt 
o conjunto dos números reais positivos. Consideremos a tentati- 
va de definir uma função f: Rt — T pela regra seguinte: a cada 
número real x > 0 façamos corresponder o triângulo f(x), cuja 
área é x. Evidentemente, há ambigúidades: dado um número 
real x > 0, existe uma infinidade de triângulos cuja área é x. A 
regra não define uma função. 


O gráfico de uma função f: A — B é o subconjunto G(f) 
do produto cartesiano À x B formado pelos pares ordenados 
(x, f(x)), onde x € À é arbitrário. Ou seja, 


G(f) ={(x,y) E€ A x B; y = f(x). 


Segue-se da definição de igualdade entre funções que duas 
funções são iguais se, e somente se, possuem o mesmo gráfico. 

Para que um subconjunto G C A x B seja o gráfico de 
uma função f: A > B, é necessário e suficiente que, para cada 
'x E À, exista um único ponto (x,y) € G cuja primeira coorde- 
nada seja x. Para funções f: À — B, onde À e B são conjuntos 
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de números reais, esta condição significa que toda paralela ao 
eixo das ordenadas, traçada por um ponto de A, deve cortar o 
gráfico G num e num só ponto. 


Só) 


Na figura à esquerda temos o gráfico de uma função 
f: A — B. A figura à direita mostra um subconjunto de A x B 
que não pode ser gráfico de uma função de A em B. 

Uma função f: A — B chama-se injetiva (ou biunívoca) quan- 
do, dados x,y quaisquer em A, f(x) = f(y) implica x = y. Em 
outras palavras: quando x É y, em A, implica f(x) £ f(y), 
em B. 

O exemplo mais simples de uma função injetiva é a inclusão 
i: AS B, definida quando À é um subconjunto de B, pela regra 
i(x) =x, para todo x € À. 

Uma função f: A — B chama-se sobrejetiva (ou sobre B) 
quando, para todo y € B existe pelo menos um x € A tal que 
f(x) =y. 

Exemplos de funções sobrejetivas são as projeções 
m:AxB>» Aem: AxB > B, de um produto cartesiano 
A x B nos fatores À e B, respectivamente. A primeira projeção, 
rt, é definida por mı (a, b) = a, enquanto a segunda projeção, 
to, é definida por m2(a, b) = b. 


Exemplo 13. Seja f: Z — Z definida por f(x) = x?. Então f 
não é injetiva, pois f(—-3) = f(3), embora —3 £ 3. Tampouco f 
é sobrejetiva, pois não existe x € Z tal que x? = —1. Por outro 
lado, se tomarmos g: Z > Z, definida por g(x) = 3x+ 1, então g 
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é injetiva. De fato, se g(x) = g(y) então 3x +1 = 3y-+1, ou seja, 
3x = 3y, donde x = y. Mas g não é sobrejetiva, pois não existe 
um inteiro x tal que 3x + 1 = 0, por exemplo. Finalmente, seja 
h: N > N definida assim: h(1) = 1 e, para cada número natural 
x > 1, h(x) é o número de fatores primos distintos que entram na 
composição de x. Então h é sobrejetiva, pois h(2) = 1, h(6) = 2, 
h(30) = 3, h(210) = 4, etc. Mas é claro que h não é injetiva. 
Por exemplo, se x e y são dois números primos quaisquer, tem-se 


h(x) = h(y). 


Exemplo 14. A verificação de que uma função é sobrejetiva 
implica em demonstrar a existência de objetos satisfazendo cer- 
tas condições. Por exemplo, seja Rt o conjunto dos números 
reais positivos. Consideremos a função f: R — Rt, definida 
por f(x) = x?. Dizer que f é sobrejetiva significa afirmar que, 
para todo número real y > 0 existe algum número real x tal que 
y = xê, ou seja, que todo número real positivo y possui uma raiz 
quadrada x. (Isto será provado quando estudarmos os números 
reais.) Outro exemplo: seja p um polinômio não constante, de 
coeficientes complexos. A cada número complexo z associemos 
o valor p(z) do polinômio p. Isto define uma função p: C 5 C, 
onde C é o conjunto dos números complexos. A afirmação de que 
p é uma função sobrejetiva é equivalente ao chamado “Teorema 
Fundamental da Álgebra” (um teorema de Topologia, segundo o 
qual todo polinômio complexo não constante possui pelo menos 
uma raiz complexa). Com efeito, admitindo que p: C > C é so- 
brejetiva, dado 0 € C, deve existir algum z € C tal que p(z) = 0. 
O número z é, portanto, uma raiz de p. Reciprocamente, ad- 
mitindo que todo polinômio não-constante possui uma raiz com- 
plexa, provamos que p: C 5 C é sobrejetiva. Com efeito, dado 
c € C, a função z | p(z)—c é um polinômio não-constante, logo 
existe algum Zo € C tal que p(z9) — c = 0. Tem-se p(zo) = c, 
donde p é sobrejetiva. 

Uma função f: A — B chama-se bijetiva (uma bijeção, ou 
uma correspondência biunívoca) quando é injetiva e sobrejetiva 
ao mesmo tempo. 
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A mais simples das bijeções é a função identidade 
ida: À > À, definida por ida(x) = x, para todo x € A. Quan- 
do não houver perigo de confusão, escreveremos simplesmente 
id: ASA, em vez de ida. 

Por exemplo, dados arbitrariamente a,b em Q, com a £ 0, 
a função f: Q > Q, definida por f(x) = ax + b, é uma bijeção. 
Com efeito, se f(x) = f(y), isto é, ax+b = ay-+b então, somando 
—b a ambos os membros, vem ax = ay. Multiplicando ambos 
os membros por 1/a, obtemos x = y. Assim, f é injetiva. Além 
disso, dado y € Q qualquer, o número racional x = {y — b)/a é 
tal que ax + b = y, isto é, f(x) = y, donde f é sobrejetiva. 

Dadas uma função f: A — B e uma parte X C A, chama- 
se imagem de X pela função f ao conjunto f(X) formado pelos 
valores f(x) que f assume nos pontos x € X. Assim 


f(X) = {f(x);x € X} = {y € B; y = f(x), xe X} 


JA 


- Evidentemente, f(X) é um subconjunto de B. Para que 
f: A > B seja sobrejetiva é necessário e suficiente que f(A) = B. 
Em geral, tem-se apenas f(A) C B. O conjunto f(A) é chamado 
a imagem da função f. Às vezes também se diz que f(A) é o 
conjunto dos valores de f. 

Dada uma função f: À > Be indicando com X,Y,... sub- 
conjuntos de À, temos 


f(0) = 


11) HXUY) =fO)U f(Y), 

12) HXNY) CfOO)NTOY), 

B) XcY> TD) ct(y), 
) 


Demonstremos as duas primeiras destas relações. 


IL) Se y € f(XUY), então existe x € XU Y tal que f(x) = y. 
Sex € X, temos y € f(X). Se, porém x € Y, temos y € f(Y). 
Em qualquer caso, y € f(X)UT(Y). Logo f(XUY) c f(X)u f(Y). 
Reciprocamente, seja z € f(X) Uf(Y). Então z € f(X) ou 
z € f(Y). No primeiro caso, existe x € X tal que z = f(x). No 
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segundo, existe y € Y tal que z = f(y). Em qualquer hipótese, 
existe w € XU Y tal que z = f(w). Assim z € f(X U Y), isto 
é, f(X) U f(Y) c f(XU Y). Estas duas inclusões mostram que 
f(X U Y) = f(X) u F(Y). 


I2) Se y € f(X N Y) então existe x E XN Y tal que f(x) = y. 
Então x € X e portanto y € f(X). Também x € Y e portanto 
y E f(Y). Logo y e f(X) A f{Y). 


Exemplo 15. Seja R o conjunto dos números reais. Definimos 
f: R — R pondo f(x) = x?. Então a imagem de f, ou seja, 
o conjunto f(R), é o conjunto dos números reais > O. (Aqui 
estamos fazendo uso do fato, a ser demonstrado mais adiante, 
de que todo número real positivo possui uma raiz quadrada). 


Exemplo 16. Seja f: A — B uma função que não é injetiva. 
Então existem x Æ y em À, com f(x) = f(y). Ponhamos X = {x} 
e Y = {y}. Tem-se XNY = 0, logo f(X N Y) = 0. Entretan- 
to f(X) NT(Y) = (f(x)) não é vazio. Logo, neste caso, temos 
F(X NY) TOO) A f(Y). 

Se, porém, f: A — B for injetiva, podemos provar que 
f(X AY) = f(X) N f(Y) para quaisquer X, Y contidos em A. 

Com efeito, dado y € f(X)Nf(Y), temos y € f(X) ey € f(Y). 
Logo existem x' € X e x” € Y com y = f(x) e y = f(x”). 
Como f é injetiva, deve ser x' = x” e portanto x' € XN Y. 
Segue-se que y = f(x’) pertence a f(X N Y), o que mostra ser 
f(X) N F(Y) c f(XNY). Como a inclusão oposta é sempre ver- 
dadeira, concluímos que f(X N Y) = TOO A F(Y). 

Em resumo, a fim de que se tenha f(X N Y) = f(X) nf(Y) 
para quaisquer X, Y contidos em À, é necessário e suficiente que 
a função f: A — B seja injetiva. 

Dada uma função f: A — B, consideremos um conjunto 
Y C B. A imagem inversa de: Y pela função f é o conjunto 
f1 (Y), formado por todos os x € A tais que f(x) € Y. Assim: 


fY) ={x € A; f(x) € Y} 


Note-se que pode ocorrer f7! (Y) = Ø mesmo que Y cC B 
seja um subconjunto não-vazio. Isto se dá precisamente quando 
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Yntf(A) = 6, isto é, quando Y não tem pontos em comum com 
a imagem de f. Em particular, f não é sobrejetiva. Dado y € B, 
escrevemos f~! (y) em vez de f~! ({y}). Pode acontecer que f~! (y) 
possua mais de um elemento, pois f pode não ser injetiva. 


Exemplo 17. Os subconjuntos do plano definidos em Geome- 
tria Analítica por meio de equações e desigualdades são imagens 
inversas de conjuntos. Por exemplo a reta que tem a equação 
ax + by =c é o conjunto X=((x,uy) € R?; ax + by = c}. Con- 
sideremos a função f: R? —> R, definida por f(x,y) = ax + by. 
Então a reta X é a imagem inversa do conjunto {c} por f, ou 
seja, X = f~' (c). Também a circunferência cuja equação é 
x2+y?=1 (centro na origem e raio 1) é o conjunto C=((x, y)E€R?; 
x? + y? = 1). Tomemos a função g: R? — R, definida por 
g(x,y) =x? +vy?. Temos C = g7! (1). 

Agora consideremos o disco D de centro na origem e raio 1. 

Temos D = {(x,y) € R? x2 +y? < 1}. Seja g: R > R, 
ainda, a função definida por g(x,y) = x? + y2. Tomemos o 
intervalo I = [0,1] = {t € R; O0 < t < 1}. Então o disco D éa 
imagem inversa do intervalo I pela função g: D = g7! (1). 

As imagens inversas se comportam bem relativamente às o- 
perações com conjuntos. Na relação abaixo, Y e Z indicam sub- 
conjuntos de B. Dada uma função f: A > B, temos 


Invi) fYUZ) =f (Y)u fZ), 
Inv2) fHYNn Z) =f (Y) nf Z), 
Inv3) f (CY) = bY), 

Inv4) YcZsf(Y)c fZ), 
Inv5) f'(B) =A, 

Inv6) F'(p) =0 


Vamos demonstrar as três primeiras. 


Inv1) Temos x € F(Y UZ) & f(x EeEYUZ 8S f(x) € You 
Hx) e Z & xE fY) ou x E€ F(Z) & x e FY) UFZ): 
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Inv2) xe fHYNZ) Sf)eYNnZSfb)jeY e 
fig)jeZzoxet(Wexeti(Z) xe JAH). 


Inv3) x € fly) S f(x) € LY & f(x) ¢ Y & x g f (Y) 
& x € Lf (Y). 


4 Composição de funções 


Sejam f: A — B e g: B — C funções tais que o domínio de 
g é igual ao contradomínio de f. Neste caso, podemos definir a 
função composta gof: A — C, que consiste em aplicar primeiro 
f e depois g. Mais precisamente, 


(go f)(x) = g(f(x)) para todo x € A. 


Dadas f: AS B, g: B => Ceh: C > D, vale a lei associativa 
(hog)of=ho(gof): A >D. Com efeito, para todo x € À, 
temos: 


(ho g) o f(x) = (h o g)(f(x)) = hlg(f(x))] 
= hl(go f)(x)] = [h o (go f)l(x). 


Observamos que, mais geralmente, basta que a imagem f(A) 
da função f esteja contida no domínio de g para que a definição 
(go f)(x) = g(f(x)) faça sentido e forneça a função composta 
gof:A5C. 

Se f: A — B e g: B = C são injetivas então gof: As Cé 
injetiva. Também a composta de funções sobrejetivas é sobreje- 
tiva. Em particular, a composta de duas bijeções é uma bijeção. 
Estes fatos são de verificação imediata. 

Por outro lado, qualquer função f: A — B pode ser escrita 
como composta f = h o fı de uma função injetiva h com uma 
função sobrejetiva. Basta considerar fı: A — f(A), definida por 
fı(x) = f(x), e a inclusão h: f(A) 5 B. 

Também podemos escrever qualquer função f: A — B como 
composta f = gro F de uma função sobrejetiva n com uma função 
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injetiva F. Basta tomar F: A > A x B, onde F(x) = (x, f(x)) e 
x: A x B — B, com n(x,y) =y (segunda projeção). 
Sejam f: AD B e g: B — C funções. Dado X C A, tem-se 
(gof)(X) = g(f(X)). Se Z c C, temos (gof) !(Z) = f~ (g7! (Z)). 
Provemos esta última relação. Para x € A, temos: 


x € F (g7(Z)) & f(x) € g '(Z) & g(f(x)) € Z 
S (go f)(x) E€ Z &x € (go) (Z). 


A restrição de uma função f: A — B a um subconjunto 
X c A é a função f|X: X — B, definida por (f|X)(x) = f(x) 
para todo x € X. Considerando-se a inclusão i: X — A, temos 
f|X=foi:X—B. 

Dado X C A, se g: X.—> B é a restrição de uma função 
f: A — B ao conjunto X, diz-se também que f é uma extensão 
de g. Estender uma função g: X — B ao conjunto A D X é, 
portanto, obter uma função f: A — B que coincida com g em X, 
isto é, tal que f | X = g. Evidentemente há, em geral, diversas 
extensões da mesma função g. 

Um grande número de problemas matemáticos importantes 
se reduzem a estender uma ou várias funções de tal modo que as 
extensões satisfaçam a certas condições adicionais (continuidade, 
analiticidade, etc.). A função que se deseja estender é chamada 
a “condição de contorno”. 

Dadas as funções f: A > B e g: B > A, diremos que g é 
uma inversa à esquerda para f quando g o f = ida: A — A, ou 
seja, quando g(f(x)) =x para todo x € A. 

Por exemplo, sejam A o conjunto dos números reais > 0 e R 
o conjunto de todos os números reais. Consideremos f: A —> R, 
definida por f(x) = x,eg:R > A, definida por gly) = VU 
se y >0eg(y)-=-Osey<õO. Paratodox € A, temos 
g(f(x)) = g(x?) = vx = x. Logo go f = ida e, portanto, 
g é uma inversa à esquerda de f. Note-se que qualquer função 
h: R > A, tal que h(y) = VU para y > 0, é uma inversa à 
esquerda de f. (A definição dos valores h(y) para y < O pode 
ser qualquer, sem que fique afetada a igualdade ho f = ida). 
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Uma função f: A — B possui inversa à esquerda se, e so- 
mente se, é injetiva. 


Demonstração. Se f é injetiva, para cada y € f(A) existe um 
único x € À tal que y = f(x). Escrevamos x = g(y). Isto define 
uma função g: F(A) — A tal que g(f(x)) =x para todo x € A. 
Completamos a definição de g: B — A pondo, por exemplo, 
g(y) = xo (elemento que fixamos em A) para y € B — f(A). 
Obtemos g: B — A tal que go f = ida. Reciprocamente, se 
existe g: B — A tal que go f = ida então, dados x',x” em À, 
f(x’) = f(x) > x’ = g(f(x)) = g(f(x")) = x”, e, portanto, f é 
injetiva. 

Uma função g: B — A chama-se inversa à direita de uma 
função f: A — B quando f o g = idg: B > B, ou seja, quando 
f(gly)) =y para todo y E€ B. 

Por exemplo, seja f: N — N definida por f(1) = 1 e, se 
x > 1, f(x) = número de fatores primos distintos que entram na 
composição de x. Definamos g: N — N pondo g(y) = menor 
número natural que é o produto de y fatores primos distintos. 
Então, para todo número natural y, temos f(g(u)) = y. Logo 
fog = idy e, portanto, g é uma inversa à direita para f. Ou- 
tras funções h: N > N poderiam ser definidas com a propriedade 
foh = idx. Por exemplo, poderíamos por h(y) = menor número 
natural divisível por 13 que é o produto de y fatores primos 
distintos. 

Uma função f: A — B possui inversa à direita se, e somente 
se, é sobregetiva. 


Demonstração. Seja f: A — B sobrejetiva. Então, para cada 
y € B, o conjunto f~! (y) não é vazio. Escolhamos, para cada 
y € B, um x € A tal que f(x) = y e ponhamos g(y) =x. Isto 
define uma função g: B — A tal que f(g(y)) = y. Logo g é 
uma inversa à direita de f. Reciprocamente, se existe g: B => A 
com fo g — idg então, para cada y € B, pondo x = g(y), temos 
f(x) =f(g(y)) = y. Logo f é sobrejetiva. 

Uma função g: B — A chama-se inversa da função f: A > B 
quando g o f = ida e fog = idg, isto é, quando g é inversa à 
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esquerda e à direita para f. 

Por exemplo, seja a um número racional £ O e definamos 
f: Q > Q pondo f(x) = ax. A função g: Q > Q, definida por 
g(x) = E, é inversa de f. 

Outro exemplo: dada uma função arbitrária f: A > B, seja 
G(f) o gráfico de f. (Lembremos que G(f) é o subconjunto de 
A x B formado pelos pares ordenados (x, f(x)), onde x percorre 
A.) Definimos uma função F: A > G(f) pondo F(x) = (x, f(x)). 
Seja n: G(f) — A definida por n(x, f(x)) = x. (Evidentemen- 
te, n = m% | G(f) é a restrição a G(f) da primeira projeção 
Ti: À x B > A. Então For = ide e no F =ida, como se vê 
facilmente. Portanto 7 é inversa de F. 

Segue-se das duas proposições anteriores que uma função 
f: A — B possui inversa se, e somente se, é uma bijeção. 

Ao contrário das inversas de um só lado, se uma função 
f: A > B possui uma inversa, ela é única. 

Com efeito suponhamos que g: B >» A e h: B > A sejam 
ambas inversas de f. Então h = hoidg = ho {fog) = (ho "iog = 
ida og = g. 

O leitor atento terá notado que provamos acima um pouco 
mais do que enunciamos, a saber: se f possui uma inversa à 
esquerda, h, e uma inversa à direita, g, então h = g e f tem uma 
inversa. 

Escreveremos f~}: B — A para indicar a inversa da bijeção 
f:ASB. 

Evidentemente, se f: A — Be g: B — C são bijeções, tem-se 
(go)! =f og7!. 


5 Famílias 


Uma família é uma função cujo valor num ponto x se indica 
com fx em vez de f(x). 

Passemos às definições formais. 

Seja L um conjunto, cujos elementos chamaremos de índices 
e representaremos genericamente por À. 
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Dado um conjunto X, uma família de elementos de X com 
índices em L é uma função x: L — X. O valor de x no ponto A € L 
será indicado com o símbolo xa, em vez da notação usual x(A). 
A família x é representada pela notação (xa Jet ou simplesmente 
(xa) quando não houver dúvida sobre o conjunto de índices L: 

Tomemos, por exemplo, L = (1,2) como conjunto de índices. 
Dado um conjunto X, uma família de elementos de X com índices 
em L é uma função x: (1,2) — X. Os valores desta função nos 
pontos 1 e 2 são representados por x; e x2. Obtém-se assim 
um par ordenado (x1, X2) de elementos de X. Reciprocamente, 
todo par ordenado (x1,x2) de elementos de X é uma família 
x: {1,2} > X. Em suma, os pares ordenados de elementos de 
X são as famílias de elementos de X com índices no conjunto 
L=(1,2). Ou seja, o produto cartesiano X? = X x X é o conjun- 
to das funções (famílias) x: (1,2) — X. Mais geralmente, dados 
os conjuntos X e X2, o produto cartesiano X; x X é o conjunto 
das famílias x: (1,2) 5 X; U X2 tais que xı EX e x2 E€ X2. 

Quando L = {1,2,..., n} é o conjunto dos números naturais 
desde 1 até n, uma família x: L — X chama-se uma n-upla de 
elementos X. Uma n-upla x = (Xiker é comumente representa- 
da pela notação x = (x3,...,Xn). O elemento x; é chamado a 
i-ésima coordenada da n-upla x = (x1,...5Xn). 

Seja (As)xeL uma família de conjuntos com índices em L. 
(Isto que dizer: a cada À € L fazemos corresponder um conjunto 
Aa.) A reunião dessa família é o conjunto dos elementos que per- 
tencem a pelo menos um dos conjuntos A}. Ela é representada 


pela notação |) A, ou, simplesmente, UA}. Assim 
AEL 


U A, = {x; existe A € L com x € Aa). 
AEL 


Ainda em outras palavras, UA, é o conjunto dos elementos que 
pertencem a algum Aa. 

Analogamente, a interseção da família (Az )acı é o conjunto 
dos elementos que pertencem simultaneamente a todos os Aa. 


[SEC. 5: FAMÍLIAS di 25 


Notação: f] A, ou simplesmente NÃ». Portanto, 
AEL 


N Ax = {x; x E€ A, para todo À € L}. 
AEL 


Quando L =(1,2,...,n), escreve-se 


A EA 
i=1 


ieL 


n 
NA =A SA; N- N An. 
ieL i=] 

Uma família com índices no conjunto N = {1,2...} dos nú- 
meros naturais chama-se uma segúência. Assim, uma sequência 
x = (Xn)nen = (x1,X2,...,Xn,--. ) de elementos de um conjunto 
X é uma função x: N > X, onde o valor x(n) é indicado pelo 
símbolo x, e chama-se o n-ésimo termo da seqiência. 

Dada uma segiência de conjuntos (An )nen, sua reunião e sua 
interseção são representadas por 


LS as ÁGUA OA 


nEN n=] 


A ss dns 


neN n=] 


Exemplo 18. Para cada n € N, consideremos o conjunto 
An=tn,-—n+1,..s,—1,0,1,...,n—1,n) 


Então a pa 
JA =Ze [| An =(-1,0,1), 
n=] n=] 


como se vê facilmente. 
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Dada uma família (Aa)xet de subconjuntos de um conjunto 
fundamental E, tem-se 


C(UA,) = NLA, 


e 
C(nAÃs) = ULA. 

Com efeito, dado x € E, temos sucessivamente x € (UAA) 
S x É UA; & não existe À € L tal que x € À; & x É A 
para todo À € L & x ElA,, para todo Ae L & x € NLA. 

Isto prova a primeira igualdade. A segunda é conseqüência, 
levando-se em conta que (LX = X. Com efeito, se escrevermos 
CA, = Ba, temos CB, = A,. Logo 


C(nAÃ,) = E(nlB,) = CO(UB,) = UB, = ULA. 


Exemplo 19. Seja (A,)rer uma família de subconjuntos de um 
conjunto E. Afirmar que UA, = E equivale a dizer que, para todo 
elemento x € E existe, pelo menos, um À € L tal que x € Aa. 
Seja BA = LA}. Tem-se UA, = E se, e somente se, a interseção 
dos B} é vazia, isto é, NBA = Ø. Com efeito, pelo que vimos 
nBa = C(UA,). 

Dada uma função f: A — B, consideremos uma família 
(An)xer de subconjuntos de A, e uma família (Bá)uem, de sub- 
conjuntos de B. Tem-se 


(UA) = Uf(A,), 
f(NAÃ,) CNT(AS), 
HUB SUB, 
(NB) = AOF (B). 


Provemos a primeira e a última dessas afirmações. Dado 
y E€ B, temos: 
y E€ f(UA,) & existe x € UA, tal que y = f(x) 
& existem Ac L e x € A}, com y = f(x) 
& existe À € L tal que y € f(A) 
& y E Uf(A,). 


ISEC. 5: FAMÍLIAS nm 27 


Dado x € A, temos 


xef! (NB) & f(x) € ABa & f(x) € Bu para todo p E€ M 
& x € f ' (Bu) para todo pE M &xenf” (Ba), 


A noção de família permite considerar produtos cartesianos 
de uma quantidade arbitrária de conjuntos. 

Dados os conjuntos Aj,..., An, seu produto cartesiano 

n 

A = A X- xX Än =I[A:;éo conjunto formado por todas 
i=1 

as n-uplas a = (a1, ..., an) tais que q; € A1,..., an E An. 

Em outras palavras, Aq X --- X Ap é o conjunto de 
todas as funções a: (1,2,..,n)5 A U A2 U --- U An tais que 
a(i) = a; E€ A; para i = 1,2,..., 7. 

Esta definição estende a do produto cartesiano A x B. 


Quando À; =- - = Àn = A, o produto cartesiano Ax---x A: 
de n cópias de A é indicado com A™. Ele consiste em todas as 
funções a: (1,2,...,n) > A, ou seja, de todas as n-uplas de 


elementos de A. 
No produto cartesiano À = Ay x---x An, destacam-se as pro- 


jeções m: A > A1, m2: A > ÅA2,..., Tn: ÀS An. À iésima 
projeção m: A — A; é definida pondo-se m(a) = a; = i-ésima 
coordenada da n-upla a = (01,...,0n). Dados a = (q,...,n) 
eb=(b,,...,bn)em Ay x---x An, tem-se a = b se, e somente 
se, Tila) =mi(b) para cada i=1,...,n. 

Seja X C Ay X- x An. Os elementos x = (x1,...,Xn) de 


X possuem n coordenadas. As funções f: X — B, definidas em 
X, podem ser pensadas como funções de n variáveis (a primeira 
variável estando em As, a segunda em Az, etc.) Em particular, 
introduzindo-se coordenadas cartesianas no plano, este se identi- 
fica com o produto cartesiano R? = RxR. As funções f: X —> R, 
definidas em subconjuntos X C R?, são as funções reais de duas 
variáveis reais. 

Dada uma família de conjuntos (AaJxeL, seu produto carte- 


siano 
A = | | As 
AEL 
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é o conjunto das famílias (ax)xer tais que, para cada À E L, 
tem-se a € Aa. 

Em outras palavras, A é o conjunto de todas as funções 
a: L = UA» tais que a(A) = q, € A, para cada A EL. 

As projeções mı: À — A, são definidas por m(a) = a. 
Cada projeção ma é uma função sobrejetiva. Dada uma função 
f: X = TJ As, de um conjunto qualquer X no produto cartesiano 
dos Aa, obtém-se, para cada À € L, uma função fa: X — Aa, 
dada por fa = my of. Assim, f(x) = (fa(x)) € L para cada 
x € X. Reciprocamente, se é dada, para cada À € L, uma 
função fa: X — Aa, então existe uma única f: X > TJA, tal 
que fa = m o f para cada A € L. Basta pôr f(x) = (fy(x))eL 
para cada x € X. As funções fı chamam-se as coordenadas de f. 

No caso particular em que todos os conjuntos A, são iguais 


ao mesmo conjunto A, escreve-se Al em vez de [] A». Al é 
AEL 
portanto o conjunto de todas as funções de L em A. 


Destaca-se, em especial, o produto cartesiano de uma seqüên- 
cia de conjuntos As, Az,..., An,..., O qual é representado pelas 
notações 


TA = [An = AX AX Aço 


nEN n=] 


Os elementos deste conjunto são as sequências 
a=(a1,,a2,...,0n,...) sujeitas à condição de ser an E A, para 
todo n € N. 


Exercícios 
1. Dados os conjuntos A e B, seja X um conjunto com as 
seguintes propriedades: 
1? XDdDAeXDB, 
22 Se Y DAeYD B então Y DX. 
Prove que X = AUB. 
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10. 


11. 


12. 


- Enuncie e demonstre um resultado análogo ao anterior, ca- 


racterizando A NB. 


. Sejam A,B C E. Prove que AN B = À se, e somente se, 


A c CB. Prove também que A U B = E se, e somente se, 
[A CB. 


. Dados A,B C E, prove que À C B se, e somente se, 


ANB =ð. 


. Dê exemplo de conjuntos A, B,C tais que 


(AUB)NCHLAU(BNC). 


. Se A,X C E são tais que ANX=0e AUX = E, prove que 


X= LA. 


. Se A C B, então, B N (AUC) =(BNC)UA para todo 


conjunto C. Por outro lado, se existir C de modo que a 
igualdade acima seja satisfeita, então A C B. 


. Prove que A = B se, e somente se, (ANLB)U(CANB) = 6. 
. Prove que (A — B) u (B — A) =(AUB)-—(ANB). 


Seja AAB = {A — B) U {B — A). Prove que AAB = AAC 
implica B = C. Examine a validez de um resultado análogo 
com N, U ou x em vez de A. 


Prove as seguintes afirmações: 


“a) (AUB)xC=(AxC)U(BxC); 


b) (ANB)xC=(AxC)N(BxC); 
c) (A—B)x C={A x C)- (B xC); 
d) ACA, BCB'SAxBCA xB. 


Dada da função f: A > B: 


a) Prove que se tem f(X — Y) D f(X) — f(Y), sejam quais 
forem os subconjuntos X e Y de A; 
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13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
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b) Mostre que se f for injetiva então f(X—Y) = f(X) — f(Y) 
para quaisquer X,Y contidos em A. 


Mostre que a função f: A > B é injetiva se, e somente se, 
f(A — X) =f(A) — f(X) para todo XC A. 

Dada a função f: A > B, prove: 

a) f! (f(X)) C X para todo X C A; 

b) f é injetiva se, e somente se, f!(f(X)) = X para todo 
XCA. 

Dada f: A > B, prove: 

a) para todo Z C B, tem-se f(f'(Z)) c Z; | 

b) f é sobrejetiva se, e somente se, f(f71(Z})) = Z para todo 
ZcB. 

Dada uma família de conjuntos (A,)»eL, Seja X um con- 
junto com as seguintes propriedades: 

1º ) para todo A EL, tem-se X D As; 

22 ) Se Y DA, para todo À E L, então Y DX. 


Prove que, nestas condições, tem-se X = |] Az. 
AEL 

Enuncie e demonstre um resultado análogo ao anterior, ca- 
racterizando (7) Aa. 

AEL 
Seja f: P(A) — P(A) uma função tal que 
XC Y > t(Y) c f(X) e f(f(X)) =X. Prove que 
fF(UX,) = NT(Xa) e f(NX,) = Uf (X1). [Aqui X, Y e cada X, 
são subconjuntos de AJ. 


Dadas as famílias (A»)»xer e (Bu)uem, forme: duas famílias 
com índices em L x M considerando os conjuntos 


(As U BulA,ueLxM e (Aa N BuameLxM- 
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Prove que se tem 


(Um) n (y B.) = (U (AanBy, 


AEL HEM AnjELxM 
(n m) U (Q B.) = [) (AUB). 
AEL EM (AmeLlxM 


20. Seja (Aij)(1jjenxn uma família de conjuntos com índices em 
NxN. Prove, ou disprove por contra-exemplo, a igualdade 


b(o)- (00) 


21. Dados os conjuntos A,B,C, estabeleça uma bijeção entre 
F(A x B;C) e F(A;F(B;C)). 


Capítulo II 


Conjuntos Finitos, 
Enumeráveis e 
Nao-Enumeráveis 


De posse dos conceitos gerais e dos fatos básicos a respeito 
de conjuntos e funções, vamos aplicá-los, neste capítulo, para 
estudar as noções de conjunto finito e conjunto infinito. 

Deve-se a Cantor a descoberta fundamental de que há diver- 
sos tipos de infinito, bem como a análise desses tipos. 

Para os nossos propósitos, é necessário apenas distinguir, 
quanto ao número de elementos, três tipos de conjuntos: os fini- 
tos, os enumeráveis e os não-enumeráveis. Aos leitores interessa- 
clos em mais informações sobre números cardinais de conjuntos, 
recomendamos [Halmos] ou a memória original [Cantor]. 

A noção de conjunto enumerável está estritamente ligada 
ao conjunto N dos números naturais. Por isso iniciaremos este 
capítulo com uma breve apresentação da teoria dos números na- 
turais a partir dos axiomas de Peano. 

Os axiomas de Peano exibem os números naturais como 
“números ordinais”, isto é, objetos que ocupam lugares determi- 
nados numa sequência ordenada: 1 é o primeiro número natural, 
2 é o número que vem logo depois do 1, 3 vem em seguida ao 
2, ete. Mas os números naturais também podem ocorrer como 
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“números cardinais”, isto é, como resultado de uma operação 
de contagem, em resposta à pergunta: autos elementos possui 
este conjunto? 

No §2, empregamos os números naturais para a contagem dos 
conjuntos finitos, mostrando como eles podem ser considerados 
como números cardinais c completando, portanto, sua descrição. 

Na memória original [Dedekind], cuja leitura recomendamos, 
o conjunto N dos números naturais é definido a partir da teoria 
dos conjuntos e os axiomas, hoje conhecidos com o nome de 
Peano, são demonstrados como teoremas. Esta maneira de obter 
os números naturais pode ser encontrada na exposição recente de 
[Halmos). Do ponto de vista de Peano, os números naturais não 
são definidos. É apresentada uma lista de propriedades gozadas 
por eles (os axiomas) e tudo o mais decorre daí. Não interessa 
o que os números são; (isto seria mais um problema filosófico) o 
que interessa é como eles se comportam. Embora os axiomas por 
ele adotados já fossem conhecidos por Dedekind, tudo indica que 
Peano trabalhou independentemente. De qualquer maneira, o 
mais importante não são quais os axiomas que ele escolheu e sim 
a atitude. que ele adotou, a qual veio a prevalecer na Matemática 
atual, sob o nome de método axiomático. 

Uma exposição sistemática dos sistemas numéricos utiliza- 
dos na Análise Matemática pode ser feita a partir dos números 
naturais, através de sucessivas extensões do conceito de número: 
primeiro amplia-se N para obter o conjunto Z dos números in- 
teiros; em seguida estende-se Z, passando ao conjunto Q dos 
números racionais, deste se passa para o conjunto R dos reais 
e, daí, para o conjunto C dos complexos. Essa elaboração, em- 
bora instrutiva, é um processo demorado. Os leitores curiosos 
poderão consultar o clássico [Landau], o mais recente [Cohen e 
Ehrlich], ou os primeiros capítulos de [Jacy Monteiro], onde os 
sistemas numéricos são encarados sob o ponto de vista algébrico. 
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1 Números naturais 


Toda a teoria dos números naturais pode ser deduzida dos 
três axiomas abaixo, conhecidos como axiomas de Peano. 

São dados, como objetos não-definidos, um conjunto N, cu- 
jos elementos são chamados números naturais, è uma função 
s: N — N. Para cada n € N, o número s(n), valor que a função 
s assume no ponto n, é chamado o sucessor den. 

A função s satisfaz aos seguintes axiomas: 

P1. s: N — N é injetiva. Em outros termos: m,n € N, 
s{m) = s{n) > m =n. Ou, em palavras, dois números que têm 
o mesmo sucessor são iguais. 

P2. N — s(N) consta de um só elemento. Ou seja, existe um 
único número natural que não é sucessor de nenhum outro. Ele 
se chama “um” e é representado pelo símbolo 1. Assim, qualquer 
que seja n € N, tem-se 1 Æ s(n). Por outro lado, se n Æ ] então 
existe um (único) no € N, tal que s(n9) = n. 

P3. (Princípio da Indução). Se X C N é um subconjunto tal 
que 1 € X e, para todo n E X tem-se também s(n) € X, então 
X=N. 

O Princípio da Indução pode também ser enunciado da se- 
guinte maneira: 

Seja P uma propriedade referente a números naturais. Se 1 
gozar da propriedade P e se, do fato de um número natural n 
gozar de P puder-se concluir que n + 1 goza da propriedade P, 
então todos os números naturais gozam dessa propriedade. 

Uma demonstração na qual o axioma P3 é empregado, chama- 
se uma demonstração por indução. 

Para dar um exemplo de demonstração por indução, mostre- 
mos que para todo n € N, tem-se s(n) Zn. Com efeito, seja 
X=(n e N;s(n) Zn). Tem-se 1 € X, pois 1 não é sucessor de 
número algum, em particular 1 Æ s(1). Além disso n € X => 
n Æ s(n) > (pela injetividadedes) s(n) sls(n)] > s(n) € X. 
Assim, n € X > s(n) € X. Como 1 € X, segue-se do axioma P3 
que X = N, ou seja n Æ s(n) para todo n EN. 

O Princípio da Indução é muito útil pra demonstrar propo- 
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sições que se referem a inteiros. Ele está implícito em todos os 
argumentos onde se diz “e assim por diante”, “e assim sucessi- 
vamente” ou “ete.”. 

Não menos importante do que demonstrar proposições por 
indução é saber definir objetos indutivamente. 

As definições por indução se baseiam na possibilidade de se 
iterar uma função f: X — X um número arbitrário, n, de vezes. 

Mais precisamente, seja f: X — X uma função cujo domínio e 
contradomínio são o mesmo conjunto X. À cada n € N podemos, 
de modo único, associar uma função f”: X — X de tal maneira 
que f! = fe fs() = fof”. Em particular, se chamarmos 2 = s(1), 
3=s(2), teremos f? = fo f, ff=fofof. 

Numa exposição sistemática da teoria dos números naturais, 
a existência da n-ésima iterada f” de uma função f: X — X 
é um teorema, chamado “Teorema da Definição por Indução”. 
Não daremos sua demonstração aqui. Apenas observaremos que 
não nos seria .possível, a estas alturas, definir f” simplesmente 
como fofo---of (n vezes) pois “n vezes” é uma expressão sem 
sentido no contexto dos axiomas de Peano, já que um número 
natural n é, por enquanto, apenas um elemento do conjunto 
N (um número ordinal), sem condições de servir de resposta à 
pergunta “quantas vezes?”, até que lhe seja dada a condição de 
número cardinal. 

Admitamos portanto que, dada uma função f: X — X, sabe- 
mos associar, de modo único, a cada número natural n E N, 
uma função f”: X — X, chamada a n-ésima, iterada de f, de tal 
modo que f! = fe f) =f o f”. 

Vejamos um exemplo de definição por indução. Usando as 
iteradas da função s: N — N, definiremos a adição de números 
naturais. Dados m, n € N, sua soma m+n € N é definida por: 


m+n = sm). 


Assim, somar m com 1 é tomar o sucessor de m enquanto que, em 
geral, somar m com n é partir de m e iterar n vezes a operação 
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de tomar o sucessor. Em outras palavras, temos, por definição: 


m+1=s(m), 
m+s(n)=s(m+n). 


Assim, se quisermos, poderemos dispensar a notação s(n) para 
indicar o sucessor de n e usar a notação definitiva n + 1 para 
representar esse sucessor. Isto será feito gradativamente. Com a 
notação definitiva, a última das igualdades acima lê-se: 


m+(n+D=(m+n)+1. 


Vemos que a própria definição da soma m+n já contém uma in- 
dicação de que ela goza da propriedade associativa. Provaremos 
agora, em geral, que se tem: 


m- (n+p)=(m+n) +p, 


quaisquer que sejam m, n, p € N. 

A demonstração da propriedade associativa se faz assim: 
seja X o conjunto dos números naturais p tais que 
m+ (n+p) = (m+n) +p, quaisquer que sejam m, n €N. Já 
vimos que 1 € X. Além disso, se p € X, então, 


m+ (n+slp)) =m+s(n+p)=s(m+{(n+p)) 
=s{((m+n)+p)= (m+n) +s(p). 


(No terceiro sinal de igualdade, usamos a hipótese p € X e 
nos demais a definição de soma.) Logo, p E€ X > s(p) € X. 
Como 1 € X, concluímos, por indução, que X = N, isto é, 
m+ (n -+p)=(m+n) +p, quaisquer que sejam m, n, p €N. 

As propriedades formais da adição são relacionadas abaixo: 


Associatividade: m+ (n +p) ={m+n) +p; 

Comutatividade: Mm +n =n +m; 

Lei do corte m+n =m+p >n =p; 

Tricotomia: dados m, n € N, exatamente uma das três alter- 
nativas seguintes pode ocorrer: ou m = n, ou existe p € N tal 
que m = n -+ p, ou, então, existe q € N com n=m+q. 
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Omitimos as demonstrações dessas propriedades, que são feitas 
por indução. 

A relação de ordem entre os números naturais é definida em 
termos da adição. Dados os números naturais m, n dizemos que 
m é menor do que n e escrevemos 


m<n, 


para significar que existe p € N tal que n = m+p. Nas mesmas 
condições, dizemos que n é maior do que m e escrevemos n > m. 
A notação m < n significa que m é menor do que ou igual a n. 


A relação < goza das seguintes propriedades: 


Transitividade: sem<nen<Ppentãom< p. 

Tricotomia: dados m, n, exatamente uma das alternativas se- 
guintes pode ocorrer: ou m =n, u m<noun< m. 
Monotonicidade da adição: se m < n então, para todo p € N 
tem-se m +p <n+p. 


Provemos a última: m < n significa que existe q € N tal 
que m +q =n. Então (m +p)+q = n+p, e, portanto, 


m+tp<n+p. 
Observemos que m < n significa que, para um certo p € N, 
temos n = sP(m), isto é, n é o sucessor do sucessor ... do 


sucessor de m. 

Introduziremos agora a multiplicação de números naturais. 

Assim, como a soma m +n foi definida como o resultado que 
se obtém quando se itera n vezes, a partir de m, a operação de 
tomar o sucessor, definiremos o produto m-n como a soma den 
parcelas iguais a m, ou melhor, o resultado que se obtém quando 
se adiciona a m, n — 1 vezes, o mesmo número m. 

Em termos precisos, para cada m € N, seja fa: N 5 Na 
função definida por fn(p) =p +m. (Ou seja, fm é a função 
“somar m”). Usaremos esta função para definir a multiplicação 
de números naturais. 

O produto de dois números naturais é definido assim, m- 1 = 
mem: (n+D=(&J)"(m). 
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Em palavras: multiplicar um número m por 1 não o altera. 
Multiplicar m por um número maior do que 1, ou seja, por um 
número da forma n+ 1, é iterar n-vezes a operação de somar m, 
começando comm. Assim, por exemplo, m:2 = fmm) = m+m, 
m3=ftJ(m)=mAtm+em. 

Lembrando a definição de (fm )”, vemos que o produto m-n 
está definido indutivamente pelas propriedades abaixo: 


m-iI=m, 
mint+tD)=mn+m. 


A última igualdade acima já sugere que o produto deve gozar da 
propriedade distributiva 


min+tpj=mntm-p. 


Demonstremos este fato. Seja X o conjunto dos números 
p E N tais que (m+n):p=m-p+n.-7 sejam quais forem m, 
n € N. Acabamos de observar que 1 € X. Além disso, se p € X, 
concluiremos que 


(m+n): (p+1)=({m+n):-p+tm+n 
=nmpinpiminoampimAn pin 
=m(p+D+n:(p+1). 


(Nas igualdades acima usamos, sucessivamente, a definição de 
produto, a hipótese de que p € X, a associatividade e a comuta- 
tividade da adição e, novamente, a definição de produto). 
Segue-se que p+1 € X. Assim, X = N, ou seja, (m+n): p = 
m- ptn- p, quaisquer que sejam m, n, p EN. 
As principais propriedades da multiplicação são: 
Associatividade: m-(n-p)=(m-n)-p; 
Comutatividade: m-n =n- m; 
Lei do corte m- p =n: p> m=n; 
Distributividade: m(n +p) =m-n+m-p; 
Monotonicidade: m<n>m-p<n-p. 


Omitiremos as demonstrações. 
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2 Boa ordenação e o Segundo Princi- 
pio de Indução 


Seja X um conjunto de números naturais. Diz-se que um 
número p € X é o menor elemento de X (ou elemento mínimo 
de X) quando se tem p < n para todo n € X. Por exemplo, 1 é 
o menor elemento do conjunto N de todos os números naturais. 
Com maior razão, qualquer que seja X C N com l € X, Téo 
menor elemento de X. 

Dado X c N, sep E€ Xeq E€ X são ambos os menores 
elementos de X então p < q e q < p, donde p = q. Assim, o 
menor elemento de um conjunto é único. 

Analogamente, se X C N, um número p € X chama-se o 
maior elemento de X (ou elemento máximo de X) quando se tem 
p È n para todon € X. Nem todo conjunto de números naturais 
possui um elemento máximo. Por exemplo, o próprio N não tem 
um maior elemento já que, para todo n EN tem-sen+1 >n. 

Se existir o elemento máximo de um conjunto X C N, ele é 
único. Com efeito, se p € X e q € X são ambos máximos então 
p 2 q eq Èp, donde p = q. 

Um resultado de grande importância, até mesmo como método 
de demonstração, é o fato de que todo conjunto não-vazio de 
números naturais possui um menor elemento. Este fato é conhe- 
cido como o Princípio da Boa Ordenação. 


Teorema 1. (Princípio da Boa Ordenação). Todo subconjunto 
não-vazio A C N possui um elemento mínimo. 


Demonstração. Usando a notação In = {p EN, 1 <p <n, 
consideremos o conjunto X € N, formado pelos números n € N 
tais que In C N— A. (Assim, dizer que n € X significa afirmar 
que n ¢ A e que todos os números naturais menores do que n 
também não pertencem a A.) Se tivermos 1 € A, o teorema 
estará demonstrado pois ] será o menor elemento de A. Se, 
porém, for 1 ¢ A então 1 € X. Por outro lado, temos X Æ N. 
(Pois X C N—A e A #0.) Assim, X cumpre a primeira parte 
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da hipótese de P3 (contém 1) mas não satisfaz à conclusão de 
P3 (não é igual a N). Logo não pode cumprir a segunda parte 
da hipótese. Isto quer dizer: deve existir algum n € X tal que 
n+1gX. Sejaa=n+1. Então todos os inteiros desde 1 até 
n pertencem ao complementar de A mas a = n + 1 pertence a 
A. Desta maneira, a é o menor elemento do conjunto À, o que 
demonstra o teorema. 


Do Princípio da Boa Ordenação decorre uma proposição co- 
nhecida como o Segundo Princípio da Indução, que demonstra- 
remos agora. 


Teorema 2. (Segundo Princípio da Indução.) Seja X C N um 
conjunto com a seguinte propriedade: dado n E N, se X contém 
todos os números naturais m tais quem < n, então n E X. 
Nestas condições, X = N. 


Demonstração. Seja Y =N — X. Afirmamos que Y = Ø. Com 
efeito, se Y não fosse vazio, existiria um elemento mínimo p € Y. 
Então, para todo número natural m < p, seria m E€ X. Pela 
hipótese feita sobre X, teríamos p E€ X, uma contradição. 


O Segundo Princípio da Indução constitui um método útil 
para demonstração de proposições referentes a números naturais. 
Ele também pode ser enunciado assim: Seja P uma propriedade 
relativa a números naturais. Se, dado n € N, do fato de todo 
número natural m < n gozar da propriedade P puder ser inferido 
que n goza da propriedade P, então todo número natural goza 


de P. 


Exemplo 1. Um número natural p chama-se primo quando 
p Æ 1 e não se pode escrever p = m:n com m<pen< p. 
O chamado Teorema Fundamental da Aritmética diz que todo 
número natural se decompõe, de modo único, como produto de 
fatores primos. A demonstração utiliza o Segundo Princípio da 
Indução. Com efeito, dado n € N, suponhamos que todo número 
natural menor do que n possa ser decomposto como produto 
de fatores primos. Então, ou n é primo (e neste caso n é, de 
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modo trivial, um produto de fatores primos) ou então n =m- 
k, cmm <nek <m. Pela hipótese de indução, m e k 
são produtos de fatores primos. Segue-se que n também o é. 
Pelo Segundo Princípio da Indução, concluímos que todo número 
natural é produto de números primos. Ômitimos a demonstração 
da unicidade. 


Encerraremos este parágrafo falando do método geral de defi- 
nição por indução. 

Seja X um conjunto qualquer. Trata-se de definir uma função 
f:N — X. Suponhamos que nos seja dado o valor f(1) e seja 
dada também uma regra que nos permita obter f(n) desde que 
conheçamos os valores f(m), para todo m < n. Então existe 
uma, e uma só, função f: N — X nessas condições. Este é o 
método geral de definição por indução (ou por recorrência). 

A afirmação acima constitui um teorema, cuja demonstração 
reduz-se à iteração de uma função auxiliar. (Veja [Gleason], p. 
145.) Daremos aqui apenas alguns exemplos. Outras definições 
por indução serão vistas no 83, logo a seguir. 


Exemplo 2. Fixado a € N, definamos uma função f: N 5 N, 
indutivamente, pondo f(1) = a ef(n+1) =a-f(n). A função f 
cumpre então f(2) = a-a, f(3)=a-a-a, etc. Logo f(n) = q”. 
Acabamos de definir, por indução, a n-ésima potência do número 
natural a. Note-se que, neste caso, temos apenas a iteração da 
multiplicação por a, isto é, a forma mais simples de definição por 
indução. Os exemplos seguintes requerem a forma geral, isto é, 
não se reduzem imediatamente à iteração de uma função dada. 


Exemplo 3. Seja q: N > N a função definida indutivamente 
por ọ(1) = 1 e ọ({n+1) =(n+1)- (n). Então ọ(1) = 1, 
ọ(2)=2-1, (3) =3-2-1, etc. Assim, ọ(n) = n- ({n—1)...241, 
ou seja, p(n) =n! é o fatorial de n. 


Exemplo 4. Definamos f: N — Q indutivamente pondo 


HM) =1, f{(2) = 1/2 e, em geral, f(n + 2) = food tritnt o, 


Então f(3) = 3/4, f(4) = 5/8, etc. Cada valor f(n), para 
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n > 2, é a média aritmética dos dois valores anteriores de f. 


Exemplo 5. A soma q + --: + an de uma n-upla de 
números naturais q1,...,Gh é definida indutivamente 
assim: q e q + az já se conhecem. Supondo que já 


se saiba somar n números quaisquer, põe-se, por definição, 
+ --+ang = (m+---+an)+tanm. À primeira vista, não se vê 
aqui a definição de uma função f: N > X, por 
indução. Na realidade, porém, a soma de n números naturais 
(n fixo) é uma função on: Nº — N. O que se acabou de definir 
indutivamente foi a função f: n > Sn. (Qual é o contradomínio 
X de f?) 


Exemplo 6. Também o produto a) - a ----- a, de uma 
n-upla de números naturais é definido indutivamente: a; - a, são 
conhecidos. Põe-se q) -az----- ani =(a-a-- dn): Amam. 


3 Conjuntos finitos e infinitos 


Neste parágrafo, indicaremos pelo símbolo In o conjunto 
{1,... n} dos números naturais desde 1 até n. Mais precisa- 
mente, dado n € N, temos 

h=(peNIi<p<mn. 


2 


Um conjunto X chama-se finito quando é vazio ou quando , 


existe, para algum n € N, uma bijeção 
p: h >X. 


No primeiro caso, diremos que X tem zero elementos. No segundo 
caso, diremos que n € N é o número de elementos de X, ou seja, 
que X possui n elementos. 

Os seguintes fatos decorrem imediatamente das definições: 


a) cada conjunto In é finito e possui n elementos; 


b) se f: X — Y é uma bijeção, um desses conjuntos é finito se, 
e somente se, o outro é. 
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Intuitivamente, uma bijeção q: In — X significa uma 
contagem dos elementos de X. Pondo q(T) = x, 
q(2) = x2,... p(n) = Xn, temos X = (x,,x2,...,xn). Esta 
é a representação ordinária de um conjunto finito. 

Para que o número de elementos de um conjunto não seja uma 
noção ambígua, devemos provar que se existem duas bijeções 
Q: In — Xey: In > X, então m =n. Considerando a função 
composta f =p”! o q: In — Im, basta então provar que se 
existe uma bijeção f: In — Im, então tem-se m = n. Para fixar 
idéias, suponhamos m < n. Daí, Im C In. A unicidade do 
número de elementos de um conjunto finito será, portanto, uma 
conseqüência da proposição mais geral seguinte: 


Teorema 3. Seja A C In. Se existir uma bijeção f: In — A, 
então A = Il. i 


Demonstração. Usaremos indução em n. O resultado é óbvio 
para n = 1. Suponhamos que ele seja válido para um cer- 
to n e consideremos uma bijeção f: ny) — A. Ponhamos 
a = f(n + 1). A restrição de f a Ip fornece uma bijeção 
f’: In — A— {a}. Se tivermos À —{a} C In, então, pela hipótese 
de indução, concluiremos que A — {a} = In, donde a= n +1 
e A = Ih}. Se, porém, não for A — {a} C In, então deve- 
se ter n+ 1 € A-— {a}. Neste caso, existe p € In, tal que 


“f(p)=n+1. Então definiremos uma nova bijeção g: In — À 


pondo g(x) = f(x) sex # p e x Zn +1, enquanto g(p) = a, 
g(n+1) =n+41. Agora, a restrição de g a In nos dará uma bi- 
jeção g': In > A-—(n+1). Evidentemente, A—{n +1} C In. Lo- 
go, pela hipótese de indução, A —(n +1} = In, donde À = pn. 
Isto conclui a demonstração. 


Corolário 1.7 Se existir uma bijeção f: In — In então 
m=n. Consegientemente, se existem duas bijeções bp: In — X 
ep: Im > X, deve-se ter m =n. 

De fato, podemos supor, para fixar as idéias, que m < n. 
Então Im C Ihn. Tomando-se A = Im no Teorema 3, obtemos 
Im = Ihn e, portanto, m =n. 
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Corolário 2. Não pode existir uma bijeção f: X > Y de um 
conjunto finito X sobre uma parte própria Y CX. 

De fato, sendo X finito, existe uma bijeção q: In — X. Seja 
A = ọ`! (Y). Então A é uma parte própria de L, e a restrição 
de q a À fornece uma bijeção q': A 5 Y. 


x Ls y 


A composta g = (q) ofo q: In > A seria então uma 
bijeção de In sobre sua parte própria À, o que contradiria o 
Teorema 3. Logo não existe a bijeção f. 


Teorema 4. Se X é um conjunto finito então todo subconjunto 
Y C X é finito. O número de elementos de Y não excede o de X 
e só é igual quando Y = X. 


Demonstração. Basta provar o teorema no caso em que 
X = h. Isso é claro para n = 1 pois as únicas partes de 1, 
são Ý e I. Suponhamos o teorema demonstrado para In e con- 
sideremos um subconjunto Y C ly. Se for Y C In então, pela 
hipótese de indução, Y será um conjunto finito cujo número de 
elementos é < n e, portanto, < n+ 1. Se porém, Ħn+1 €Y 
então Y — {n + 1} c In e conseqüentemente (salvo no caso tri- 
vial Y = {n + 1)) existe uma bijeção p: Ip > Y —{n + 1}, com 
p <n. Definiremos então uma bijeção q: lp+ı — Y, pondo 
p(x) = p(x) para x E Ip e q(p+ 1) =n +1. Segue-se que Y é 
finito e seu número de elementas não excede p+ 1. Como p < n, 
temos p+ł < n+1. Resta apenas mostrar que se Y C In tem n 
mo então Y = In. Isto porém é claro pois, pelo Corolário 

2, do Teorema 3, não pode haver uma bijeção de In sobre uma 
sua parte própria Y. 
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Corolário 1. Seja f: X — Y uma função injetiva. Se Y for 
finito então X também será. Além disso, o número de elementos 
de X não excede o de Y. 

De fato, f define uma bijeção de X sobre sua imagem f(X), 
a qual é finita, por ser uma parte do conjunto finito Y. Além 
disso, o número de elementos de f(X), que é igual ao de X, não 
excede o de Y. 


Corolário 2. Seja g: X — Y uma função sobrejetiva. Se X for 
finito então Y também será e o seu número de elementos não 
excede o de X. 

De fato, como vimos no Capítulo I (84) g possui uma inversa 
à direita, isto é, existe uma função f: Y — X tal que gof = idy. 
Então g é inversa à esquerda de f e, portanto, f é uma função 
injetiva de Y no conjunto finito X. Segue-se do Corolário 1 que 
Y é finito e seu número de elementos não excede o de X. 

Um conjunto X chama-se infinito quando não é finito. Mais 
explicitamente, X é infinito quando não é vazio e, além disso, 
seja qual for n € N, não existe uma bijeção q: In > X. 

Por exemplo, o conjunto N dos números naturais é infinito. 
De fato, dada qualquer função q: In > N, com n > 1, seja 
p = q(D+--- + q(n). Então p > q(x) para todo x E In, 
donde p É ọ(In). Logo, nenhuma função q: In — N é sobreje- 
tiva. 

Outra maneira de verificar que N é infinito é considerar o 
conjunto P = (2,4,6,...) dos números pares e definir a bijeção 
f: N > P, onde f(n) = 2n. Como P é uma parte própria de N, 
segue-se do Corolário 2 do Teorema 3 que N não é finito. 

Os fatos que acabamos de estabelecer para conjuntos finitos 
fornecem, por exclusão, resultados sobre conjuntos infinitos. Por 
exemplo, se f: X — Y é injetiva e X é infinito, então Y também é. 
Dada f: X > Y sobrejetiva, se Y é infinito, então X é infinito. Ou 
então, como acabamos de usar, se X admite uma bijeção sobre 
uma de suas partes próprias, então X é infinito. (No parágrafo 
seguinte, mostraremos que a recíproca também vale.) 

“Outros exemplos de conjuntos infinitos são Z e Q, pois am- 
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bos contêm N. Segundo uma proposição devida a Euclides, o 
conjunto dos números primos é infinito. Caracterizaremos agora 
os subconjuntos finitos (e portanto os infinitos) de N. 

Um conjunto X € N chama-se limitado quando existe um 
p €N tal que p È n seja qual for n € X. 


Teorema 5. Seja X C N não-vazio. As seguintes afirmações 
são equivalentes: 


(a) X é finito; 
(b) X é limitado; 
(c) X possui um maior elemento. 


Demonstração. Provaremos que (a)=> (b), (b)=>(c) e (c)> (a). 


(a) => (b) — Seja X = {x1, . .., Xn}. Pondo p =x, + ---+ xa, 
temos p > x, para todo x € X, logo X é limitado. 


(b) => (c) — Supondo X C N limitado, segue-se que o conjunto 
A = {p € N;p È n pära todo n E X} é não-vazio. Pelo Princípio 
da Boa Ordenação, existe po € À, que é o menor elemento de 
A. Afirmamos que deve ser po E€ X. Com efeito, se fosse po É X 
então teríamos po > n paratodo n E€ X. Como X Æ Q, isto 
obrigaria po > 1, donde po =p; 4 1. Se existisse algum n € X 
com pı < n isto traria po = pT¥1 < n e (como estamos supondo 
Po É X) po < n, um absurdo. Logo é pı > n para todo n E X. 
Mas isto significa pı € À, o que é absurdo em vista de pı < -Po 
e po = menor elemento de A. Portanto deve ser po € X. Como 
Po È n para todo n E X, concluímos que po é o maior elemento 
de X. 


(c) => (a) — Se existe um elemento p € X que é o maior de 
todos, então X está contido em lp e por conseguinte X é finito, 
pelo Teorema 4. 


Um conjunto X C N chama-se ilimitado quando não é li- 
mitado. Isto significa que, dado qualquer p € N, existe algum 
n € X tal que n >p. Os conjuntos ilimitados X C N são, como 
acabamos de ver, precisamente os subconjuntos infinitos de N. 
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Teorema 6. Sejam X, Y conjuntos finitos disjuntos, comm en 
elementos respectivamente. Então XUY é finito e possui m+n 
elementos. 


Demonstração. Dadas as bijeções p: Im > X e 4: h > Y, 
definamos a função E: Inn > XU Y pondo E(x) = q(x) se 
iI<x<meElm+x)=blx)sel<x<mn. Como XNY =Í, 
constata-se imediatamente que E é uma bijeção, o que prova o 
teorema. 


Corolário 1. Sejam Xy,...,Xv conjuntos finitos, dois a dois 
disjuntos, com Tm,..., Mk elementos respectivamente. Então 
X U---UXy é finito e possui my + ---+ my elementos. 


O corolário se obtém aplicando-se o teorema k — 1 vezes. 


Corolário 2. Sejam Y,,..., Yx conjuntos finitos (não necessa- 
riamente disjuntos) com my, ...,my elementos respectivamente. 
Então Yı U---UY é finito e possui no máximo my +- + mk 
elementos. 


Para cada i = 1,...,k, seja X = {(x,i);x € Yi), ou seja 
Xı = Yi x {i}. Então os X; são dois a dois disjuntos e ca- 
da X; possui m; elementos. Logo Xj U---U Xy é finito e tem 
my + --- + my elementos, pelo Corolário 1. Ora a aplicação 
feX VU UXk > YU U Yk, definida por flx,i) = x, é 
sobrejetiva. O resultado segue-se. 


Corolário 3. Sejam Xy,...,Xkx conjuntos finitos com my,...,Mk 
elementos respectivamente. O produto cartesiano Xi X --- x Xk 
é finito e possui my : M2 ----: my elementos. 


Basta demonstrar o Corolário 3 para k = 2, pois o caso geral 
se reduz a este mediante aplicações sucessivas do mesmo resulta- 
do. Ora, dados X e Y finitos, escrevamos Y = {y1,..., Yn}. Então 
XxY =X U---UX,, onde X; = X x (y;!. Como os X; são dois a 
dois disjuntos e possuem o mesmo número de elementos (digamos 
m) que X, concluímos que X x Y possuimtm+---.+m=m-n 
elementos. 
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Corolário 4. Se X e Y são finitos e possuem respectivamente 
m en elementos, então o conjunto F(X;Y) de todas as funções 
f: X — Y é finito e possui n” elementos. 


Consideremos primeiro o caso em que X = Im. Então uma 
função f: Im — Y é simplesmente uma m-upla de elementos de 
Y. Em outras palavras, F (Im; Y) = Y x- - x Y (m fatores). Pelo 
Corolário 3, o número de elementos de F (Im; Y) é n™. O caso 
geral reduz-se a este. Com efeito, seja q: Im — X uma bijeção. 
A correspondência que a cada f: X > Y associa fo p: In > Yé 
uma bijeçãode F(X; Y) sobre 7 (Im; Y). Logo estes dois conjuntos 
possuem ó mesmo número de elementos, a saber, n”. 


4 Conjuntos enumeráveis 


Um conjunto X diz-se enumerável quando é finito 
ou quando existe uma bijeção f: N — X. No segundo 
caso, X diz-se infinito enumerável e, pondo-se x, = f(1), 
x2 = f(2),..0,Xn = f(n),..., tem-se X = (x,x2,..5,Xw...). 
Cada bijeção f: N — X chama-se uma enumeração (dos elemen- 
tos) de X. 


Exemplo 7. A bijeção f: N 5 P, f(n) = 2n, mostra que o 
conjunto P dos números naturais pares é infinito enumerável. 
Analogamente, g: n > 2n — 1 define uma bijeção de N sobre 
o conjunto dos números naturais ímpares, o qual é, portanto, 
infinito enumerável. Também o conjunto Z dos números inteiros 
é enumerável. Basta notar que a função h: Z — N, definida por 
h(n) = 2n quando n é positivo e h(n) = —2n + 1 quando n 
é negativo ou zero, é uma bijeção. Logo, h!: N > Z é uma 
enumeração de Z. 


Teorema 7. Todo conjunto infinito X contém um subconjunto 
infinito enumerável. 


Demonstração. Basta definir uma função injetiva f: N > X. 
Para isso, começamos escolhendo, em cada subconjunto não- 
vazio À C X, um elemento xa € A. Em seguida, definimos f por 
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indução. Pomos f(1) = xx e, supondo já definidos f(1),..., f(n), 
escrevemos An = X — (f(1),...,f(n)). Como X não é finito, 
An não é vazio. Poremos então f(n + 1) = xa, - Isto comple- 
ta a definição indutiva da função f: N — X. Afirmamos que 
f é injetiva. Com efeito, dados m £ n em N tem-se, diga- 
mos m < n. Então f(m) € {f(1),..., f(n — 1)) enquanto que 
f(n) e L{f(1),...,f(n—1)}. Logo f(m) £ f(n). A imagem f(N) 


é, portanto, um subconjunto infinito enumerável de X. 


Corolário. Um conjunto X é infinito se, e somente se, existe 
uma bijeção f: X — Y, de X sobre uma parte própria Y C X. 


Com efeito, se uma tal bijeção existir, X será infinito, pe- 
lo Corolário 2 do Teorema 3. Reciprocamente, se X é infinito, 
contém um subconjunto infinito enumerável A = (0,02,..., 
G...+ Seja Y = (X — A) U {a2, 4, ..., @2m;...}. Evidente- 
mente, Y é uma parte própria de X. Definimos uma bijeção 
f: X — Y pondo f(x) =x sex E X—A e f(an) = az. 

Evidentemente, o corolário acima também pode ser enunci- 
ado assim: “Um conjunto é finito se, e somente se, não admite 
uma bijeção sobre uma sua parte própria”. Obtém-se assim uma 
caracterização dos conjuntos finitos na qual não intervém o con- 
junto N. Esta foi a maneira como Dedekind definiu conjunto 
finito. 


Teorema 8. Todo subconjunto X C N é enumerável. 


Demonstração. Se X for finito, é enumerável. Se for infini- 
to, definiremos indutivamente uma bijeçao f: N — X. Pore- 
mos f(1) = menor elemento de X. Suponhamos f(1),..., f(n) 
definidos de modo a satisfazerem as seguintes condições: (a) 
f(1) < f(2) < -< f(n); (b) pondo Bn = X —(f(T),..., f(n)), 
tem-se f(n) < x para todo x € Ba. Em seguida, notando que 
Ban Æ Ô (pois X é infinito) definimos f(n + 1) = menor elemento 
de B, . Isto completa a definição de f: N > X, de modo a serem 
mantidas as condições (a) e (b) para todo n € N. Segue-se de (a) 
que f é injetiva. Por outro lado, (b) implica que f é sobrejetiva 
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pois se existisse algum x € X — F(N), teríamos x € Bn para todo 
n e, portanto, x > f(n), qualquer que fosse n € N. Então o 
conjunto infinito f(N) c N seria limitado, uma contradição, em 
vista do Teorema 5. 


Corolário 1. Um subconjunto de um conjunto emumerável é 
enumerável. Ou: sef:X — Y é injetiva e Y é enumerável, 
então X é enumerável. 


Uma função f: X — Y, onde X,Y C N, chama-se crescente 
quando, dados m < n em X, tem-se f(m) < f(n). 


Corolário 2. Dado um subconjunto infinito X C N, existe uma 
bijeção crescente f: N > X. 


Isto é o que foi demonstrado no Teorema 8. 
Segue-se do Teorema 8 que o conjunto dos números primos é 
(infinito e) enumerável. 


Teorema 9. Seja X um conjunto enumerável. Se f: X — Y é 
sobrejetiva, então, Y é enumerável.. 


Demonstração. Existe g: Y > X tal que fog = idy. Logo f é 
uma inversa à esquerda de g, e, portanto, g é injetiva. Segue-se 
que Y é enumerável. (Corolário 1 do Teorema 8.) 


Teorema 10. Sejam X, Y conjuntos enumeráveis. O produto 
cartesiano X x Y é enumerável. 


Demonstração. Existem funções injetivas q: X5N ep: Y5N. 
Logo g: X x Y — N x N, dada por g(x,y) = (ọ(x), p(y)) é 
injetiva. Assim sendo, pelo Corolário 1 do Teorema 8, basta 
provar que N x N é enumerável. Para isso definimos a função 
f: N x N SN, onde f(m, n) = 2™ . 3”. Pela unicidade da de- 
composição em fatores primos, f é injetiva, donde fornece uma 
bijeção de N x N sobre o conjunto enumerável f(N x N) C N. 


Corolário 1. O conjunto Q dos números racionais é enumerável. 


De fato, se indicarmos por Z* o conjunto dos números inteiros 
Æ 0, veremos que Z* é enumerável. Logo é também enumerável 
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o produto cartesiano Z x Z*. Ora, a função f: Z x Z* 5 Q, 
m 
definida por f(m, n) = P é sobrejetiva. Segue-se do Teorema 


9 que Q é enumerável. 


Corolário 2. Sejam X1, X2,...,Xn,-.. conjuntos enumeráveis. 
oo 


A reunião X = |] Xn é enumerável. 
n=] 

Em palavras: uma reunião enumeráyel de conjuntos enu- 
meráveis é um conjunto enumerável. 

Para demonstrar tomemos, para cada m € N, uma função 
sobrejetiva fm: N > Xm. Em seguida, definamos uma função 
f: N x N —> X pondo f(m, n) = fmn). Vê-se imediatamente 
que f é sobrejetiva. Como N x N é enumerável, conclui-se do 
Teorema 9 que X é enumerável. 

Em particular, uma reunião finita X = X1 U- - -UX, de conjun- 
tos enumeráveis é enumerável: basta aplicar o corolário acima, 
com Xny = Xn =" = 0. 

Repetidas aplicações do Teorema 10 mostram que, se 
Xi, ..., Xx são conjuntos enumeráveis, seu produto cartesiano 
X = X X- x Xk é enumerável. Não é verdade, porém, que 

oo 
o produto cartesiano X = [| Xn de uma segiiência de conjun- 
tos enumeráveis seja saani imena Examinaremos este 
fenômeno no parágrafo seguinte. 


5 Conjuntos não-enumeráveis 


O principal exemplo de conjunto não-enumerável que encon- 
traremos neste livro será o conjunto R dos números reais. Isto 
será provado no capítulo seguinte. Aqui veremos, mediante um 
argumento simples devido a Cantor, que existem conjuntos não- 
enumeráveis. Mais geralmente, mostraremos que, dado qualquer 
conjunto X, existe sempre um conjunto cujo número cardinal é 
maior do que o de X. 

Não definiremos o que seja o número cardinal de um conjunto. 
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Mas diremos que dois conjuntos X e Y têm o mesmo número 
cardinal, e escreveremos 


card(X) = card(Y),. 


para significar que existe uma bijeção f: X — Y. 

Assim, dois conjuntos finitos têm o mesmo número cardinal 
se, e somente se, possuem o mesmo número de elementos de 
acordo com a definição dada no 83. Se X for infinito enumerável, 
tem-se card(X) = card(Y), se e somente se, Y for infinito enu- 
merável. 

Dados os conjuntos X, Y, diremos que card(X) < card(Y) 
quando existir uma função injetiva f: X > Y mas não existir 
uma função sobrejetiva f: X > Y. 

O Teorema 7 mostra que, para todo conjunto infinito X, tem- 
se card(N) < card(X). Assim, o número cardinal de um conjunto 
infinito enumerável é o menor dos números cardinais dos conjun- 
tos infinitos. 

Lembramos que, dados dois conjuntos X, Y, o símbolo F(X;Y) 
representa o conjunto de todas as funções f: X > Y. 


Teorema 11. (Cantor). Sejam X um conjunto arbitrário e Y 
um conjunto contendo pelo menos dois elementos. Nenhuma 
função p: X > F(X;Y) é sobrejetiva. 


Demonstração. Dada q: X > F(X;Y), indicaremos com Px o 
valor de py no ponto x € X. Assim, q, é uma função de X em Y. 
Construiremos agora uma f € F(X;Y) tal que px Æ f para todo 
x € X. Isto é feito escolhendo, para cada x € X, um elemento 
f(x) € Y, diferente de p,(x). Como Y contém pelo menos dois 
elementos, isto é possível. A função f: X — Y assim obtida é tal 
que f(x) £ px(x) e, portanto, f Æ px, para todo x € X. Logo 
f É p(X) e, por conseguinte, q não é sobrejetiva. 


Corolário. Sejam Xy,X2,...,Xn,... conjuntos infinitos enu- 


o 
meráveis. O produto cartesiano [| Xn não é enumerável. 
n=1 
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Basta considerar o caso em que todos os X, são iguais a 
N. Neste caso, [] Xn = F(N;N), que não é enumerável, pelo 
Teorema 11. 

O argumento usado na demonstração do Teorema 11 
chama-se “método da diagonal, de Cantor”. Este nome deve- 
se ao caso particular em que X = N. Os clementos de F(N;Y) 
são sequências de elementos de Y. Para provar que nenhuma 
função q: N — F(N;Y) é sobrejetiva, escrevemos q(1) = s4, 
p(2) = s2,... etc., onde sy,S2,... são sequências de elementos 
de Y. Logo 


S1 = (Y1, Uiz,yI3,..) 
s2 = (Y2, Y22,Y23, --. ) 
S3 = (y31,U32,U33,...) 


tessaseceseoorosesosesoesecesresoeeo 


vessoeessesocsessessesooesecsesseoe 


Em seguida, formamos uma nova sequência s = (Y1, Y2, Y3,- ) 
de elementos de Y simplesmente escolhendo, para cada n € N, 
um elemento Yn €E Y diferente do n-ésimo termo da diagonal: 
Yn É Ynn. À sequência s não pertence à lista das sequências sn 
(pois o n-ésimo termo de s é diferente do n-ésimo termo de sn). 
Assim, nenhuma lista enumerável pode esgotar todas as funções 
em F(N;Y). 

Como no caso particular desse teorema, consideremos o con- 
junto de todas as listas infinitas (enumeráveis), que se podem 
formar utilizando apenas os algarismos O e 1, como por exemplo, 


00000000 
11000111 
010111071 


O conjunto de todas essas listas de zeros e uns não é enumerável. 

Seja P(A) o conjunto das partes de um conjunto dado A. 
Considerando o conjunto de dois elementos (0, 1), veremos agora 
que existe uma bijeção: 


E: P(A) = F(A;{0,1}). 
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A cada X € P(A), isto é, a cada subconjunto X C A, asso- 
ciamos a função Ex: A > 0,1) chamada a função característica 
do conjunto X: tem-se Ex(x) =] sex € X e Exls) = 0 sex ¢ X. 

A correspondência X m Ex é uma bijeção de P(A) sobre 
F(A;(0,1)). Sua inversa associa a cada função f: A — (0,1) o 
conjunto X dos pontos x € À tais que f(x) = 1. 

Como (0, 1} tem dois elementos, segue-se do Teorema 11 que 

nenhuma função q: A — F(A; {0, 1)) é sobrejetiva. Consegiien- 
temente, nenhuma função p: A — P(A) é sobrejetiva. (Se fosse, 
q =Eop: A > F(AJO, 1)) também seria sobrejetiva.) 

Mas existe uma função injetiva evidente f: A > P(A), defini- 
da por f(x) = (x). Concluímos então que card(A) < card[P(A)), 
para todo conjunto A. 

Sobre números cardinais de conjuntos, informamos 
que, dados dois conjuntos A e B quaisquer, vale uma, e 
somente uma, das alternativas seguintes: card(A) = card(B), 
card(A) < card(B) ou card(B) < card(A). Além disso, se 
existem uma função injetiva f: A — B e uma função injetiva 
g: B > A, existirá também uma bijeção h: A > B. Para todos 
estes fatos, consulte [Halmos]. 


Exercícios 


1. Prove que, na presença dos axiomas Pl e P2, o axioma 
(A) abaixo é equivalente a P3. (A) Para todo subconjunto 
não-vazio A CN, tem-se A — s(A) À. 


2. Dados os números naturais a, b, prove que existe um 
número natural m tal que m -a >b. 


3. Seja a um número natural. Se um conjunto X é tal que 
a E X e, além disso, n € X >n + 1 € X, então X contém 
todos os números naturais > a. 


EXERCÍCIOS a 55 


4. Tente descobrir, independentemente, algumas das demons- 


10. 


trações omitidas no texto. Caso não consiga alguma, con- 


sulte um dos livros aqui citados, ou outros de sua predileção. 


[Sugestão: Praticamente todas as proposições sobre N se 
demonstram por indução.] 


Um elemento a € N chama-se antecessor de b € N quando 
se tem a < b mas não existe c € N tal que a < c <b. 
Prove que, exceto 1, todo número natural possui um ante- 


cessor. 


. Use indução para demonstrar os seguintes fatos: 


ay 21 +24- +n)=n(n+1); 
b) a a 


c) { \(1+a+t: +a”) = a! —1, seja quais forem 


an : X 
d nz4sn >22. 
Use o Segundo Princípio da Indução para demonstrar a 


unicidade da decomposição deu um número natural em fa- 
tores primos. 


. Seja X um conjunto com n elementos. Use indução 


para provar que o conjunto das bijeções (ou permutações) 
f: X5X tem n! elementos. 


. Sejam X e Y conjuntos finitos. 


a) Prove que card(XUY) +card(XNY)=card(X)+eard(Y).. 


b) Qual seria a fórmula correspondente para três conjun- 
tos? 


c) Generalize. 
Dado um conjunto finito X, prove que uma função f: X5X 


é injetiva se, e somente se, é sobrejetiva (e portanto uma 
bijeção). 


AF 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


EXERCÍCIOS 


Formule matematicamente e demonstre o seguinte fato 
(conhecido como o “princípio das gavetas”). Se m < n, 
então, de qualquer modo como se guardem n objetos em 
m gavetas, haverá sempre uma gaveta, pelo menos, que 
conterá mais de um objeto. 


Seja X um conjunto com n elementos. Determjne o número 
de funções injetivas f: Ip — X. 


Quantos subconjuntos com p elementos possui um subcon- 
junto X, sabendo-se que X tem n elementos? 


Prove que se À tem n elementos, então P(A) tem 2” ele- 
mentos. 


Defina uma função sobrejetiva f: N — N tal que, para todo 
n E N, o conjunto f~! (n) seja infinito. 


Prove que se X é infinito enumerável, o conjunto das partes 
finitas de X também é (infinito) enumerável. 


Seja f: X — X uma função. Um subconjunto Y C X chama- 
se estável relativamente a f quando f(Y) C Y. Prove que 
um conjunto X é finito se, e somente se, existe uma função 
f: X — X que só admite os subconjuntos estáveis À e X. 


Seja f: X — X uma função injetiva tal que f(XY # X. 
Tomando x € X — f(X), prove que os elementos x, f(x), 
f(f(x)),... são dois a dois distintos. 


Sejam X um conjunto infinito e Y um conjunto finito. Mos- 
tre que existe uma função sobrejetiva f: X — Y e uma 
função injetiva g: Y 5 X. 


a) Se X é finito e Y é enumerável, então F(X;Y) é enu- 
merável. 

b) Para cada função f: N » N seja Aş = (ne N; f(n) & 1). 
Prove que o conjunto X das funções f: N — N tais que As 
é finito é um conjunto enumerável. l 
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21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


Obtenha uma decomposição N = X U X2 U -UX U... 
tal que os conjuntos X1, X2,..., Xn,... são infinitos e dois 
a dois disjuntos. 


Defina f: N x N > N, pondo f(l,n) = 2n— Te 
f(m+1,n)=2”".(Qn—1). Prove que f é uma bijeção. 


Seja X C N um subconjunto infinito. Prove que existe uma 
única bijeção crescente f: N > X. 


Prove que todo conjunto infinito se decompõe como reunião 
de uma infinidade enumerável de conjuntos infinitos, dois 
a dois disjuntos. 


Seja A um conjunto. Dadas duas funções f, g: A — N, 
defina a soma f + g: A 5 N, o produto f-g: A >N, e 
dê o significado da afirmação f < g. Indicando com Ex a 
função característica de um subconjunto X C À, prove: 


a) Exny = Ex Ey; 

b) Exuy = Ex + Ey — Exny. Em particular, 
Exuv = Ext Ey OS XNY=0; 

c) XCYGS Ex< Ev; 

d) Ex x=1— Ex. 


Prove que o conjunto das sequências crescentes 
(ni < m <n3<...) de números naturais não é enu- 
merável. 


Sejam (N, s) e (N',s') dois pares formados, cada um, por 
um conjunto e uma função. Suponhamos que ambos cum- 
pram os axiomas de Peano. Prove que existe uma única 


bijeção f: N > N’ tal que (1) = 1º, fis(n)) = s(f(n)). 
Conclua que: 

a) m<n f(m) < f(n); 

b) f(m+n) = f(m) + f(n) e 

c) f(m- n) = f(m). f(m). 
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28. 


29. 


EXERCÍCIOS 

Dada uma segiiência de conjuntos Aj,Ã2,...,Am..., 
oo oo 

considere os conjuntos lim supÃ, = N (UA] e 


n=] Ai=n 

oo oo 
lim inf An = U {NA}. 

n=] \i=n 
a) Prove que lim sup An é o conjunto dos elementos que 
pertencem a A, para uma infinidade de valores den e 
que lim inf A, é o conjunto dos elementos que pertencem 
a todo A, salvo para um número finito de valores de n. 


b} Conclua que lim inf An C lim sup An. 

c) Mostre que se An C Any para todo n então 
o 

lim inf An = lim sup Àn = U An. 


n=] 
d) Por outro lado, se An D An+1 para todo n então 
oo 
lim inf An = lim sup An = N An. 
n=1 
e) Dê exemplo de uma sequência (An) tal que 
lim sup An Æ lim inf An. 


f) Dê exemplo de uma segiiência para a qual os dois limites 
coincidem mas Am É An quaisquer que sejam m e n. 


Dados os conjuntos A e B, suponha que existam funções in- 
jetivasf: A — Beg: B > A. Prove que existe uma bijeção 
h: A 5 B. (Teorema de Cantor-Bernstein-Schróder.) 


Capítulo III 


Números Reais 


Tudo quanto vai ser dito nos capítulos seguintes se referirá a 
conjuntos de números reais: funções definidas e tomando valo- 
res nesses conjuntos, limites, continuidade, derivadas e integrais 
dessas funções. Por isso vamos estabelecer agora os fundamentos 
da teoria dos números reais. 

Nossa atitude será a seguinte. Faremos uma lista contendo 
vários fatos elementares a respeito de números reais. Estes fatos 
serão admitidos como axiomas, isto é, não serão demonstrados. 
Deles deduziremos certas consequências, que demonstraremos 
como teoremas. Devemos esclarecer que, não somente o que 
usaremos neste livro, mas TODAS as propriedades dos números 
reais decorrem logicamente dos axiomas que enunciaremos neste 
capítulo. Esses axiomas apresentam o conjunto R dos números 
reais como um corpo ordenado completo. l 

Como as noções de corpo e de corpo ordenado possuem in- 
teresse algébrico próprio, apresentamos os axiomas dos números 
reais por etapas, deixando em último lugar a existência do sup, 
precisamente o axioma não-algébrico, aquele que desempenhará 
o papel mais importante nos capítulos seguintes. 

Um espírito mais crítico indagaria sobre a existência dos 
números reais, ou seja, se realmente se conhece algum exem- 
plo de corpo ordenado completo. Em outras palavras: partin- 
do dos números naturais (digamos, apresentados através dos 
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axiomas de Peano) seria possível, por meio de extensões suces- 
sivas do conceito de número, chegar à construção dos números 
reais? A resposta é afirmativa. Isto pode ser feito de várias 
maneiras. À passagem crucial é dos racionais para os reais, a qual 
pode seguir o método dos cortes de Dedekind ou das sequências 
de Cauchy (devido a Cantor), para citar apenas os dois mais 
populares. 

Existem livros, como [Dedekind], [Landau], [Cohen e Ehrlich], 
que tratam apenas das extensões do conceito de número. Ou- 
tros, como [Rudin] e [Jacy Monteiro] dedicam capítulos ao as- 
sunto. Estas são referências bibliográficas que recomendamos 
aos leitores interessados. Frisamos, porém, que nosso ponto de 
vista coincide com o exposto na p. 511 de [Spivak]: 

“É inteiramente irrelevante que um número real seja, por 
acaso, uma coleção de números racionais; tal fato nunca deveria 
entrar na demonstração de qualquer teorema importante sobre 
números reais. Demonstrações aceitáveis deveriam usar apenas 
o fato de que os números reais formam um corpo ordenado com- 
pleto...” 

Assim, um processo qualquer de construção dos'números reais 
a partir dos racionais é importante apenas porque prova que 
corpos ordenados completos existem. A partir daí, tudo o que 
interessa é que R é um corpo ordenado completo. 

Uma pergunta relevante é, porém, a seguinte: ao definir o 
conjunto R dos números reais, não estamos sendo ambíguos? Em 
outras palavras, será que existem dois corpos ordenados comple- 
tos com propriedades distintas? Esta é a questão da unicidade 
de R. 

Evidentemente, num sentido exageradamente estrito, não se 
pode dizer que existe apenas um corpo ordenado completo. Se 
construímos os números reais por meio de cortes de Dedekind, 
obtemos um corpo ordenado completo cujos elementos são cole- 
ções de números racionais. Se usamos o processo de Cantor, o 
corpo ordenado completo que obtemos é formado por classes de 
equivalência de sequências de Cauchy. São, portanto, dois corpos 
ordenados completos diferentes um do outro. O ponto fundamen- 
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tal é que eles diferem apenas pela natureza dos seus elementos, 
mas não pela maneira como esses elementos se comportam. Ora, 
já concordamos, desde o capítulo anterior, em adotar o método 
axiomático, segundo o qual a natureza intrínseca dos objetos 
matemáticos é uma matéria irrelevante, sendo o importante as 
relações entre esses objetos. Assim sendo, a maneira adequada de 
formular a questão da unicidade dos números reais é a seguinte: 
existem dois corpos ordenados completos não-isomorfos? A res- 
posta é negativa. Dados K, L, corpos ordenados completos, exis- 
te uma única bijeção f: K —s L tal que f(x + y) = f(x) + fly) e 
f(x -y) = f(x): f(y). A função f chama-se um isomorfismo entre 
K e L. Ela cumpre, ipso-facto, a condição x < y & f(x) < f(y). 
Os corpos K e L são, pois, isomorfos, ou seja, indistinguíveis no 
que diz respeito a propriedades de corpos ordenados completos. 

Os Exercícios 55 e 56 no fim deste capítulo sugerem uma 
demonstração de que, a menos de um isomorfismo, existe ape- 
nas um corpo ordenado completo. Isto garante que os axiomas 
que apresentaremos a seguir descrevem os números reais sem 
ambiguidade alguma. 


1 Corpos 


Um corpo é um conjunto K, munido de duas operações, cha- 
madas adição e multiplicação, que satisfazem a certas condições, 
chamadas os axiomas de corpo, abaixo especificadas. 

A adição faz corresponder a cada par de elementos x,y € K 
sua soma x +y E K, enquanto a multiplicação associa a esses 
elementos o seu produto x -y € K. Os axiomas de corpo são os 
seguintes: 


A. Axiomas da adição 


Al. Associatividade — quaisquer que sejam x,y,z € K, tem-se 
(x+y)+z=x+(y+ 2). 


A2. Comutatividade — quaisquer que sejam x,y €E K, tem-se 
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x+tyu=uy+x. 


A3. Elemento neutro — existe 0 € K tal que x + 0 =x, seja qual 
for x € K. O elemento 0 chama-se zero. 


A4. Simétrico — todo elemento x € K possui um simétrico x € K 
tal que x + (—x) = 0. 


Da comutatividade, segue-se que 0 +x =x e —x +x = 0, 
seja qual for x € K. A soma x + (—y) será indicada com a 
notação x — y e chamada a diferença entre x e y. À operação 
(x,y) = x— y chama-se subtração. 

Somando-se y a ambos os membros de uma igualdade 
do tipo x—y = z obtém-se x = y-+z. Analogamente, sex = y+z 
então, somando —y a ambos os membros, obtém-se x — y = Z. 
Portanto, x— y = z & x = y +z. Daí decorre que o zero é 
único. Ou seja, se x + 8 =x (para algum x € K e algum 80 € K) 
então O = x — x, ou seja O = O. Resulta também que todo x € K 
tem somente um simétrico: se x+y = 0, então, y = 0 — x, ou 
seja y = —x. Também temos —(—x) = x, já que (—x) + x = 0. 
Finalmente, vale a lei do corte: x + z = y +z > x = y. (Basta 
somar —z a ambos os membros da primeira igualdade.) Con- 
cluímos assim que as regras usuais relativas à adição e subtração 
decorrem dos quatro axiomas acima e são, portanto, válidas em 
qualquer corpo. A propósito, um conjunto onde está definida 
apenas uma operação satisfazendo a estes axiomas é o que se 
chama um grupo abeliano. 


B. Axiomas da multiplicação 


M1. Associatividade — dados quaisquer x, y, z em K, tem-se 
(x-y) z=x: (y: z). 

M2. Comutatividade — sejam quais forem x,y € K, vale 
X- Y =Y: x. 


M3. Elemento neutro - existe 1 € K tal que 1 #0 ex- =x, 
qualquer que seja x € K. O elemento 1 chama-se un. 


M4. Inverso multiplicativo — todo x £ O em K possui um inverso 
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xT, tal que x- x7! =1. 


Por comutatividade, segue-se que x: 1 = 1 -x =x para todo 
x € K, e que x: x7! =x! -x = l para todo x Æ 0 em K. 

Os axiomas acima dizem, em particular, que os elementos 
diferentes de O num corpo K formam um grupo abeliano em 
relação à operação de multiplicação. (O elemento neutro é 1 
e, em vez do simétrico —x, temos o inverso x!.) Conseqüen- 
temente, valem propriedades análogas às que foram acima de- 
monstradas para a adição, tendo-se o cuidado de lembrar que O 
não possui inverso multiplicativo. 

Dados x ey em K, com y 0, escreve-se também x/y em vez 
de x- y7!. A operação (x,y) = x/y, definida para x qualquer 
e y 0 em K, chama-se divisão e o resultado x/y é o quociente 
de x por y. Não se divide por zero: x/O não tem sentido. 

Se y Æ 0, tem-se x/y = z & x=vy-z. Daí se deduz a 
utilíssima lei do corte: Se x-z = y- zez Æ 0, então x = y. 
(É importante ter em mente que x-z = y - z só implica x = y 
quando se sabe, a priori que z £ 0.) Se x-y =x para todo x € K 
então, tomando x = 1 obtemos y = 1. Isto prova a unicidade 
do 1. Sabendo-se apenas que x: y = x para um certo x, há 
duas possibilidades: se x £ 0 então y = 1, pela lei do corte. Se, 
porém, x = 0 então y pode ser qualquer pois, como veremos logo 
a seguir, 0 - y = O para todo y € K. Finalmente, sex- y = 1 
então, como veremos abaixo, x#0ey£#0e (multiplicando por 
x) concluímos y = x7}. Isto prova a unicidade do elemento 
inverso. 

Por fim, as operações de adição e multiplicação num corpo K 
acham-se relacionadas por um axioma, com o qual fica completa 
a definição de corpo. 


D1. Axioma da distributividade. Dados x, y, z quaisquer, em K, 


tem-se x- (y +z) =x: y +x: z. 


Por comutatividade, tem-se também (x+y) z =x- Z+yY:Z. 
Resulta desse axioma que x : 0 = O para todo x € K. Com 
efeito, x-0+-x=x-0+x-1=x(0+1) =x-1 =x, donde 
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x-0=0. 

Por outro lado, dados x,y € K com x: y = 0, segue-se que 
x = 0 ou y = 0. Com efeito, se for x- y = 0 e x Æ 0, então 
obtemos x -y = x : 0 e, por corte, y = O. Assim, num corpo K, 
tem-se x - y Æ O sempre que os dois fatores x e y forem ambos 
diferentes de zero. 

No axioma da distributividade está a explicação das 
“regras dos sinais” da Álgebra Elementar: (—x})- y =. 
x- (~y) = —(x : y) e (=x) - (~y) =x- y. De fato, em primeiro 
lugar temos {—x) -y +x- y = (—x +x): y = 0 -y = 0, donde 
(—x): y = —(x- y). Analogamente, x: (~y) = —(x - y). Logo 
(=x) - (~y) = -ix : (~y)] = —l-(x -y)] =x -y. Em particular, 
(—1).- (—1)=1. 


Exemplos de corpos. 


Exemplo 1. O conjunto Q dos números racionais, com 
as operações (p/a) + (p/9) = (pq + p'q)/qq’ e 
(p/a) - (p'/q) = pp'/qq'. (Lembremos a igualdade: 
p/q = 7/q' & pq’ = p'q.) O simétrico de p/q é —p/q. 
O zero é 0/q , seja qual for q Æ 0. O inverso do número racional 
p/q #0 é q/p. 


Exemplo 2. O corpo Z2 = {0, 1}, formado apenas de dois ele- 
mentos distintos O e 1, com as operações 0+ 1 = 1+0=1, 
0+0=1+1=0, 0-0=0-1=1.0=0e1-1=1. Aqui, o 
simétrico de cada elemento é ele próprio (e o inverso também). 


Exemplo 3. O corpo Q(i), cujos elementos são os pares 


ordenados z = (x,y) de números racionais. (Ou seja, como 
conjunto, Q(i) = Q x Q.) As operações são definidas assim: 
(xy) + (xy) = (x + x,y +y’) e xy): (x,y) = 


(xx' — yy’, x'y + xy’). O zero é o elemento (0,0) e a unidade 
é o elemento (1,0). Escrevendo x para representar o par (x, 0) 
e usando a notação i = (0,1), observamos que cada elemento 
z = (x,y) = (x,0) + (0, y) pode escrever-se como z = x + iy e 
que as operações acima foram definidas de modo que os “números 
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complexos” da forma z = x + iy se somem e multipliquem da 
maneira usual, com o cuidado de notar que ? = —1. Q(i) 
chama-se o corpo dos números complexos racionais. À verifi- 
cação dos axiomas fica a cargo do leitor. Por exemplo, dado 
= os x —U 
Z= (x,y) Æ 0, tem-se Z` = (a A 
Exemplo 4. O conjunto Q(t), das funções racionais 
r(t) = p(t) 
q(t) 
sendo q não identicamente nulo. Se u(t) é também não identi- 
pt) pe ut) 
alt) q(t) u(t) 
são definidas da maneira óbvia. 

Para encerrar estas considerações gerais sobre corpos, ob- 
servemos um fato útil. Num corpo K, x? = y4? > x = +y. Com 
efeito x? = y? > x2 — y? = 0 > (x+y)(x—-y)=0>x+y=0 
ou x— y =0. No primeiro caso, x = —y e, no segundo, x = y. 


, onde p e q são polinômios com coeficientes racionais, 


camente nulo, tem-se 


- Às operações em Q(t) 


2 Corpos ordenados 


Um corpo ordenado é um corpo K, no qual se destacou um 
subconjunto P C K, chamado o conjunto dos elementos positivos 
de K, tal que as seguintes condições são satisfeitas: 

P1. A soma e o produto de elementos positivos são positivos. 
Ou seja, xyceP>x-yePex-yer. 

P2. Dado x € K, exatamente uma das três alternativas 
seguintes ocorre: ou x = 0, ou x E P ou —x €E P. 

Assim, se indicarmos com —P o conjunto dos elementos —x, 
onde x € P, temos K = P U (—P) U {0}, sendo os conjuntos P, 
—P e {0} dois a dois disjuntos. Os elementos de —P chamam-se 
negativos. ' 

Num corpo ordenado, se a £ O então a? € P. Com efeito, 
sendo a Æ 0, ou a € P ou —a € P. No primeiro caso, 
a? = a-a € P. No segundo caso a? = (—a)- ({—a) E P. 
Em particular, num corpo ordenado 1 = 1 - 1 é sempre positivo. 
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Segue-se que —1 € —P. Em particular, num corpo ordenado, —] 
não é quadrado de elemento algum. 


Exemplo 5. Q é um corpo ordenado, no qual o conjunto P 
é formado pelos números racionais p/q tais que p - q E N. 
(Intuitivamente, isto significa que os inteiros p e q têm “o mesmo 
sinal”.) 

Exemplo 6. O corpo Q(t) pode ser ordenado chamando-se 
p) 
q(t) 


coeficiente do termo de mais alto grau for positivo. O conjunto 
P das frações positivas segundo esta definição cumpre as con- 


uma fração r(t) = positiva quando, no polinômio pq, o 


dições Pl e P2. Com efeito, dadas as frações positivas T = E e 

q 
To= uan os coeficientes dos termos de graus mais elevados em 
pq e em p'q' são > O. Em r+ rT, o produto do numerador 
pelo denominador é o polinômio pq(q')? + p’q’ - q”, cujo termo 
de mais alto grau deve ter coeficiente positivo. Logo, a soma 
de duas frações “positivas” é positiva. As demais afirmações se 
verificam sem dificuldade. 


Exemplo 7. O corpo Zz não pode ser ordenado pois 1+1=0 
enquanto num corpo or denado 1 deve ser positivo e a soma 1+1, 
de dois elementos positivos deveria ainda ser positiva. Também 
o corpo Q(i), dos números complexos racionais, não comporta 
uma ordenação compatível com suas operações pois o quadrado 
do elemento i = (0,1) é igual a —1. Num corpo ordenado, 
nenhum quadrado pode ser negativo e —1 sempre é negativo. 

Num corpo ordenado K, escreveremos x < y, e diremos que 
x é menor do que y, para significar que y — x € P, ou seja, que 
y =x +z, onde z € P. Nas mesmas circunstâncias, escreve-se 
também y > x e diz-se que y é maior do que x. 

Em particular x > O significa que x € P, isto é, que x é 
positivo, enquanto x < 0 quer dizer que x é negativo, isto é, que 
—x € P. Se x € P e y € —P tem-se sempre x > y. 

A relação de ordem x < y num corpo ordenado K goza das 
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propriedades seguintes: 


O1. Transitividade -sex<yey<zentãox< Z. 

O2. Tricotomia — dados x,y € K, ocorre exatamente uma das 
alternativas seguintes: ou x = y, OU xX < yY, ou x DU. 

O3. Monotonicidade da adição —- se x < y então, para todo 
z € K, tem-se x+ z <y +z. 

O4. Monotonicidade da multiplicação - se x < y então, para 
todo z > 0, tem-se xz < yz. Se, porém, for z < 0, então x < y 
implica xz > yz. i 


Demonstremos estas propriedades: 


Ol. Dizer x < y ey < z significa afirmar que y- x EPe 
z—y € P. Por Pi concluímos que (z—y)+ (y —x) € P, ou seja, 
z— x E€ P, o que significa x < z. 

O2. Dados x,y € K, ou y —x € P, ou y =x = 0, ou y— x € —P 
(isto é, x— y € P). No primeiro caso tem-se x < y, no segundo 
x = y e no terceiro x > y. Estas possibilidades se excluem 
mutuamente, por P2. 

O3. Se x < y então y —x €E P, donde (y+z)—(x+z) =y—x €P. 
Isso significa que x +z < y +z. 

O4. Sex < y ez > 0 então y—x E Pez €P. Logo (y—x)-z €P, 
isto é, y:-z— x-z € P, o que significa x-z < y-z. Se, porém, x < y 
ez < 0, então y —x E€ P e —z € P, donde (y—x)-(—z) € P, isto 
éx:z—uy-zeP,o quesignificay:z<x:z. 


Em particular, num corpo ordenado K, x < y é equivalente 
a —y < —x. Basta multiplicar ambos os membros de qualquer 
uma destas desigualdades por —1. 

Segue-se de Ol e O3 que x < y ex < y’ implica 
x+ x’ < y+y', ou seja, podem-se somar duas desigualdades, 
membro a membro. Com efeito, por O3, x < yY > X+x' < y +x’ 
ex <y> y+x' < y+y’. Por Ol, concluímos x+x' < y +y’. 

Analogamente, de Ol e O4 segue-se que O < x < ye 
O < x’ < y’ implicam xx’ < yy', isto é, podem-se multiplicar 
membro a membro duas desigualdades formadas por elementos 
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positivos. 

Num corpo ordenado K, o produto de um elemento x > O por 
um elemento y < 0 dá um elemento xy < 0. (Basta observar 
que x(—y) = —(x - y) ou então multiplicar ambos os membros 
de y < 0 por x.) Como 1 > 0, concluímos de x : x7! = 1 que 
se x > O deve ser x! > 0 também. Assim, o inverso de um 
elemento positivo é positivo. Segue-se que x > 0 ey > 0 implica 
x/y > 0. 

Se x < y e ambos são positivos, então y”! < x!. Basta 
observar que — — l SORA 

x xy 

Num corpo ordenado K, escreve-se x < y para significar que 
x < y ou x = y. Lê-se: “x é menor do que ou igual a y”. 
Nas mesmas circunstâncias, escreve-se y > x. Isto quer dizer, 
evidentemente, que y — x € PUTO). Os elementos do conjunto 
PU(0) chamam-se não-negativos e são caracterizados pela relação 
x>0. 

Tem-se, evidentemente, x < x para todo x € K. 

Dados x,y € K, tem-se x = y se, e somente se, x < y ey < x. 
É muito frequente, em Análise, provar-se que dois números x e y 
são iguais mostrando-se primeiro que x < y e, depois, que y < x. 

Com exceção de O2 (tricotomia), que é substituída pelas pro- 
priedades x < x (reflexividade) e x < y, V<x&x=y 
(anti-simetria), todas as propriedades acima demonstradas para 
a relação x < y transferem-se para x < y. i 

Num corpo ordenado K, como 1 > 0, temos 1 < 1+1 < 
1+1+1 <... e o subconjunto de K formado por estes ele- 
mentos é, portanto, infinito. Mais precisamente, vamos mostrar 
como se pode considerar o conjunto N, dos números naturais, 
naturalmente imerso em K. 

Temporariamente, indiquemos com o símbolo 1º o elemento 
unidade do corpo ordenado K. Definamos uma função f: N — K 
pondo f(1) = 1º, f(2) = 1/4 1”, etc. A maneira correta de 
definir f é por indução: f(1) = 1’ e f(m + 1) = f(m) + 1’. Por 
indução, verifica-se que f(m + n) = f(m) + f(n) e que (como 
todos os valores f(n) são positivos) m < p > f(m) < f(p). 
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Assim, a função f: N — K define uma bijeção do conjunto N 
dos números naturais sobre um subconjunto Nº = f(N), formado 
pelos elementos 1, 1'+1, Y+47Y+4 7”, etc. Costuma-se 
identificar N’ com N e considerar os números naturais contidos 
em K. Isto é o que faremos. Temos N C K e voltamos a escrever 
1, em vez de 1’. 

Em particular, todo corpo ordenado é infinito e tem “carac- 
terística zero”, isto é 1 +1 +-::+1 £0 sempre. 

Dado o corpo ordenado K e considerando N C K, como es- 
tamos fazendo, os simétricos —n dos elementos n € N e mais 
o zero (0 € K) constituem um grupo abeliano, que se identifica 
com o grupo Z dos inteiros. Assim, temos NC ZCK. 

Mais ainda, dados m,n € Z, com n Æ 0, existe o inverso 
n`?! € K. Podemos, portanto, nos referir ao conjunto formado 


m 
por todos os elementos mn”! = — € K, onde m,n € Ze 


n 
n Æ 0. Este conjunto é um subcorpo de K (isto é, as operações de 
K, quando aplicadas a elementos deste conjunto dão resultados 
ainda no conjunto). Trata-se do menor subcorpo de K. Com 
efeito, todo subcorpo deve conter pelo menos Ô e 1; por adições 
sucessivas de 1, todo subcorpo de K deve conter N; por tomadas 
de simétricos, deve conter Z e, por divisões em Z, deve conter 
é n m . 
o conjunto das frações —, m,n € Z, n Æ0. Evidentemente, 


este menor subcorpo de K identifica-se ao corpo Q dos números 
racionais. i 

Concluímos assim que, dado um corpo ordenado K, podemos 
considerar, de modo natural, as inclusões N C Z C QC K. Por 
exemplo, o corpo Q(t) contém as frações do tipo p/q, onde p e 
q são polinômios constantes, inteiros, com q Æ 0. Estas frações 
formam o corpo Q e tem-se Q c Q(t). 


Exemplo 8. Desigualdade de Bernoulli. Em todo corpo ordena- 
do K, sen € Nex > —], vale (14+x)”" > 1+nx. Isto se demons- 
tra por indução em n. Paran = 1 é óbvio. De (1+x)™ > 1+n-x 
deduz-se 1 +x)™+! = (1 +x)”. (1 +x) > (1 +nx)(1 +x) = 
1+nx+x+ nk =1+(n+1)x+n. x >1+4+(n+ Tx 
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(Multiplicaram-se ambos os membros da desigualdade . 


(1+x)" > 1+n-x por 1+x. Por isso foi preciso supor x > —1.) 
Quando n > I(n € N) ex > —1, tem-se, pelo mesmo argumen- 
to, a desigualdade estrita (1 + x)” > 1 +mn-x, desde que seja 


x&o. 


Observação sobre boa ordenação 

O Princípio da Boa Ordenação não se aplica imediatamente 
ao conjunto Z dos inteiros. Existem conjuntos não-vazios de 
números inteiros que não possuem um menor elemento. O próprio 
Z é um deles: qualquer que seja n € Z, o inteiron—1 é menor do 
que n, logo não existe um inteiro no menor do que todos os ou- 
tros. Também o conjunto À =(...,—4,-2,0,2,...) dos inteiros 
pares, ou seja À = (2n;n € Z}, não possui um menor elemen- 
to. Em geral, se X C N for um conjunto infinito de números 
naturais, então o conjunto —X = (—n;n € X} é um conjunto 
não-vazio de números inteiros que não possui elemento mínimo. 

Entretanto, podemos constatar o seguinte: se um conjunto 
não-vazio X C Z for limitado inferiormente, isto é, se existir 
algum a € Z tal que a < x para todo x € X, então X possui um 
elemento mínimo. 

Este fato se reduz ao Princípio da Boa Ordenação do seguinte 
modo. Sendo a < x para todo x € X, concluímos que os elemen- 
tos do conjunto não-vazio À = {x — a; x € X} são todos números 
inteiros positivos, isto é A C N. Logo existe no € À, no = 
menor elemento de A. Temos no = xo — a, com xo € X e, como 
se verifica facilmente, xo é o menor elemento do conjunto X. 


Intervalos 
Num corpo ordenado K, existe a importante noção de inter- 
valo. Dados a,b € K, com a < b, usaremos as notações abaixo: 


la, b] = {x € K;a <x < b} | (—co,b] ={x€K;x<b} 

la, b) ={x€K;a<x< b} | (—, b) ={x E€ K;x<b} 

(a,b]={x€K;a<x< b} | [a, +00) =(xeka<x. 

(a, b)=ixekK;a<x<b)| (a,4oo) =(xekKa<x) 
( 


—0, +œ) =K 
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Os quatro intervalos da esquerda têm extremos aeb. [a,b] 

é um intervalo fechado, la,b) é fechado à esquerda, (a, b] é 

fechado à direita e (a,b) é um intervalo aberto. Estes são in- 

tervalos limitados. Os cinco intervalos da-direita são ilimitados: 

(—oo, b] é a semi-reta esquerda fechada, de origem b; (—-c0,b) é 

. a semi-reta esquerda aberta, de origem b; [a,+oo) é a semi-reta 

direita fechada, de origem a e (a, +00) é a semi-reta direita aber- 

ta, de origem a. Finalmente, o intervalo total (—co, +00) = K 
pode ser considerado aberto ou fechado. 

Quando considerarmos um intervalo de extremos a e b, 
suporemos sempre a < b, com uma exceção que 
destacaremos agora. Ao tomarmos o intervalo fechado [a, b], é 
conveniente admitir o caso em que a = b. O intervalo [a, a} 
consiste em um único ponto a e chama-se intervalo degenerado. 


Todo intervalo não-degenerado é um conjunto infinito. Basta 
observar o seguinte: num corpo ordenado K, se x < y, então, 


x+y . . 
< < y. Assim, se I for um intervalo contendo os 
elementos a, b, com a < b, podemos obter uma infinidade 
a+b 
de elementos x1,x2,...,Xm,... em I, tomando x, = 5> 
ax a+xa 
X2 = o eo kn = "8 Teremos a < ---. < X3 < 
x2 < Xı < b. 


Num corpo ordenado K, definiremos o valor absoluto de um 
elemento x, como sendo x, se x > 0 e —x se x < O. Usaremos o 
símbolo |x| para indicar o valor absoluto. Assim, 


xl=x se x>0 
dado x € K, tem-se 4 |0| = O 
xl=-—x se x<0 


A noção de valor absoluto é da maior importância em Análise. 
Estudaremos agora suas propriedades. 

Dado x num corpo ordenado K, ou x e —x são ambos zero, 
ou um é positivo e o outto é negativo. Aquele, entre x e —x, 
que não for negativo, será chamado |x|. Portanto, |x| é o maior 
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dos elementos x e —x. Este fato poderia ter sido usado como 
definição: 
x| = max{x, —x}. 
Temos, portanto, |x| > x e |x] > —x. Esta última desigual- 
dade pode ser escrita —|x| < x. Assim, temos 


—|x|<x< |x|, para todo x € K. 


Mais geralmente, vale o 


Teorema 1. Sejam x, a elementos de um corpo ordenado K. 
As seguintes afirmações são equivalentes; 


(i) -a<x<a; 
(ii) x<ae—x< a; 
(iii) Ix] < a. 


Demonstração. —a < x < a & Fa < x ex<al 
S [la > xea > —x] & a > x|. A última equivalência se 
deve ao fato de ser |x| o maior dos dois elementos x e —x. 


Corolário. Dados a, x, b € K, tem-selx—al < b se, e somente 
se a—b<x<a+b. 


Com efeito, pelo teorema, |x — a] < b é equivalente a 
—b < x— a < b, ou seja, a— b <x < a+b (somando a). 


Observação: Todas as afirmações do teorema e do seu corolário 
são ainda verdadeiras com < em lugar de <, como se verifica 
facilmente. 

Em particular, temos as seguintes equivalências, que serão 
utilizadas amplamente no estudo dos limites e das funções con- 
tínuas: 


l xe(a-ga+e)Ga-e<xx<a+tess|x—a|<e | 


Se representarmos geometricamente os elementos de um cor- 
po ordenado como pontos de uma reta, o valor absoluto |x — al 
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significa a distância do ponto x ao ponto a. À relação x < y 
significa que x está à esquerda de y. As equivalências acima ex- 
primem o fato de que o intervalo aberto (a — £, a + £), de centro 
a e raio £, é formado pelos pontos x cuja distância a a é menor 
do que e. 


a-€ a ate 


Tais interpretações geométricas não devem intervir nas de- 
monstrações mas constituem um auxílio valiosíssimo para o en- 
tendimento dos conceitos e teoremas de Análise. 


Teorema 2. Para elementos arbitrários de um corpo ordenado 
K, valem as relações: 


(i) x +yl < + ul; 

(ii) x- yl = Ixl- ul; 

(ii) Ix — ul < belly < x= yl; 
(iv) x= z| < Ix — yl + ly — zl. 


Demonstração. (i) se demonstra observando que —|x|<x<]|x]| e 
—yl < y < lyl, donde, por adição, —(|x|+lyl) < x+y < ixi +lyl. 
Pelo Teorema 1 isto significa que |x + y| < I|x| + lyl. 

Para rover (ii), começamos notando que, seja qual for x € K, 
temos x? = |x}, pois |x| é um dos enc x ou —x e vale 
x? = (—x)?. Logo |x-yP = (x-y) = xy? = |xP.lyP = (x-y. 
Segue-se daí que |x-y| = |x|-lyl. Como |x-y] e Ixl- y| são ambos 

não-negativos, concluímos que |x- y| = |x] - [ul]. 

Agora provemos (iii). Em virtude de (i), temos 
bl=I(x—vy)+yl < Ix- yl + ul, o que dá |x| — iyl < Ix — yl. 
Pelo mesmo motivo, temos lyl— |x| < ly—xļ. Ora, é evidente que 
tyu—x| = |x—ul. Conduma que lyl—|x| < |x—y]. Assim, valem, 
simultaneamente, |x — y| > |xl— ly e jx—vyl > —(|x| — lyi). Pelo 
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Teorema 1, resulta que [||x|— |y|| < |x—y]. A outra desigualdade 
em (iii) é óbvia. 


A última afirmação do teorema, a desigualdade (iv), resulta 
de (i) aplicada à soma x — z = (x — y) + (y — z). 


Um subconjunto X de um corpo ordenado K chama-se limita- 
do superiormente quando existe b € K tal que b > x para todo 
x E€ X. Em outras palavras, tem-se X C (-00,b]. Cada b € K 
com esta propriedade chama-se uma cota superior de X. 


Analogamente, X C K diz-se limitado inferiormente quando 
existe a € K tal que x € X > a < x. Um elemento a € K 
com esta propriedade chama-se uma cota inferior de X. Tem-se 
então X C la, +00). 


Um subconjunto X de um corpo ordenado K chama-se limi- 
tado quando é limitado superior e inferiormente, isto é, quando 
existem a, b € K tais que X C [a, b]. 


Exemplo 9. No corpo Q dos números racionais, o conjunto N 
dos números naturais é limitado inferiormente, pois N C [0,00), 
mas não é limitado superiormente. Com efeito, dado qualquer 
p/q E€ Q, tem-se |p] +1 € N e|p]|+1 > p/q. O conjunto 
Z C Q não é limitado superiormente nem inferiormente. Consti- 
tui talvez uma surpresa o fato de que existem corpos ordenados 
nos quais o conjunto N é limitado superiormente. Um deles é 
o corpo Q(t) das funções racionais, com a ordem introduzida 
no Exemplo 6. O polinômio p(t) = t é uma fração com de- 
nominador 1, e, portanto, pertence a Q(t). Para todo n € N o 
coeficiente do termo de mais alto grau de t— n é positivo (= 1), 
logo t—n E€ P. Logo, temos n < t qualquer que seja n € N, isto 
é, p(t) = t é uma cota superior para N em Q(t). Neste corpo, 
portanto, o conjunto N é limitado. 


A propósito desta situação, temos a proposição abaixo. 
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Teorema 3. Num corpo ordenado K, as seguintes afirmações 
são equivalentes: 


(1) NCK é ilimitado superiormente; 


(ii) dados a,b E K, com a > Q0, eriste n € N tal que n-a >b; 


1 
(iii) dado qualquer a>0 em K, existe nEN tal que O < nIe 


Demonstração. (i) > (ii). Como N é ilimitado, dados a > 0 


e b em K, existe n € N tal que — < n e, portanto, b< a-n. 
Para provar que (ii) > (ii), dado a > 0, existe, em virtude 
de (ii), um n € N tal que n-a > 1. Então O < 1 <a. 
Finalmente, mostremos que (iii) => (i). Dado qualquer b > O 
existe, por (iii) um n € N tal que = < a ou seja n > b. 
Assim, nenhum elemento > 0 em K pode ser cota superior de N. 


Evidentemente, um elemento < 0 também não pode. Logo N é 
ilimitado superiormente. 


Um corpo ordenado K chama-se arquimediano quando nele é 
válida qualquer das três condições equivalentes citadas no Teo- 
rema 3. ' 


Assim, o corpo Q dos números racionais é arquimediano, en- 
quanto o corpo Q(t) das funções racionais, com a ordem intro- 
duzida no Exemplo 6, é não-arquimediano. 


3 Números reais 


Sejam K um corpo ordenado e X € K um subconjunto limi- 
“tado superiormente. Um elemento b € K chama-se supremo do 
subconjunto X quando b é a menor das cotas superiores de X em 
K. (Às vezes se diz “extremo superior” em vez de “supremo” .) 
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Assim, para que b € K seja supremo de um conjunto X C K, 
é necessário e suficiente que sejam satisfeitas as duas condições 
abaixo: 


S1. Para todo x € X, tem-se x < b; 
S2. Se c € K é tal que x < c para todo x E X, então b < c. 


A condição S1 diz que b é cota superior de X, enquanto S2 
afirma que qualquer outra cota superior de X deve ser maior do 
que ou igual a b. 

A condição S2' pode ser reformulada assim: 


S2'. Dado c < b em K, existe x € X tal que c < x. 


Com efeito, a condição 82º diz que nenhum elemento de K, 
que seja inferior a b, pode ser cota superior de X. 

É imediato que se dois elementos b e b’ em K cumprem as 
condições S1 e 82 acima, deve-se ter b < b’ e b’ < b, ou seja 
b = b’. Portanto, o supremo de um conjunto, quando existe, é 
único. Escreveremos sup X para indicá-lo. 

As condições que caracterizam o supremo podem, portanto, 
ser escritas assim: 


S1. xe X >x< supX; 
S2. a nd E 
S2’. Se c < sup X então existe x € X tal que c < x. 


Observação: Se X = então todo b € K é cota superior de X. 
Como não existe menor elemento num corpo ordenado K, segue- 
se que o conjunto vazio À) não possui supremo em K. O mesmo 
se aplica para o ínfimo, que estudaremos agora. 

Analogamente, um elemento a € K chama-se ínfimo de um 
conjunto Y C K, limitado inferiormente, quando a é a maior das 
cotas inferiores de K. 

Para que a € K seja o ínfimo de Y C K é necessário e sufi- 
ciente que as condições abaixo sejam satisfeitas: 


It. Para todo y € Y tem-se a < y; 
I2. Se c € K é tal que c < y para todo y € Y, então c < a. 
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O ínfimo de Y, quando existe, é único e escreve-se a = inf Y. 
A condição I2 acima pode ser reformulada nos seguintes ter- 
mos: 


I2’. Dado ce K com a < c, existe y € Y tal que y < c. 


Isso significa que um elemento c de K, que seja maior do que 
a, não pode ser cota inferior de Y. 


Exemplo 10. Se X C K possuir um elemento máximo, este será 
o seu supremo, se X possuir um elemento mínimo, ele será seu 
ínfimo. Reciprocamente, se sup X pertence a:X então é o maior 
elemento de X; se inf X pertencer a X, será o seu menor elemento. 
Em particular, todo subconjunto finito X C K possui inf e sup. 
Outro exemplo: se X = (-co, b] e Y = [a, +00), temos inf Y = a 
e supX =b. ' 


Exemplo 11. Dados a < b em K, seja X = (a, b) o intervalo 
aberto com esses extremos. Tem-se inf X = a e sup X = b. Com 
efeito, a é, evidentemente, uma cota inferior de X. Provemos 


agora que nenhum c € K com a < c é cota inferior de X. Isto é 
a+c 


2 


é um elemento de X, com a < x < c, o que prova que c não é 
cota inferior de X. Assim a = inf X. De modo análogo se mostra 
que b = sup X. Neste caso, tem-se sup X É X einfX E X. 


claro se c > b. Por outro lado, se for a < c < b então x = 


1 
Exemplo 12. Seja Y C Q o conjunto das frações do tipo m’ 
com n EN. 


1 
Afirmamos que inf Y = 0 e supY = 7 Com efeito, em 


1 1 
primeiro lugar, temos 5 EYe 5» < 5 para todo n > 1. Logo 


: 1 
3 é o maior elemento de Y e, por conseguinte, 5 = Sup Y. Por 


1 
outro lado, como O < — para todo n € N, vemos que O é cota 


inferior de Y. Resta apenas provar que nenhum número racional 
c > O é cota inferior de Y. Com efeito, sendo Q arquimediano, 
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1 
dado c > 0, podemos obter n € N tal que n > na 1. Isto sig- 
1 
nifica 1 +n > e Ora, pela desigualdade de Bernoulli (Exemplo 


8), temos 2" =(1+1P>1T+n> a, ou seja, = < c. Logo 
nenhum c > O é cota inferior de Y e, portanto, inf Y = 0. 

A insuficiência mais grave dos números racionais, para efeitos 
da Análise Matemática, é o fato de que alguns conjuntos limi- 
tados de números racionais não possuem supremo (ou ínfimo). 
Este fato está ligado à inexistência de raízes quadradas racionais 
de certos números inteiros, mas é uma dificuldade que vai muito 
além dessa falta. 

Pitágoras e seus discípulos descobriram o seguinte 


Lema. Não existe um número racional cujo quadrado seja igual 
a 2. 


Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que se tenha 


2 
(E) = 2, ou seja p° = 292, com p e q inteiros. O fator 2 


aparece um número par de vezes na decomposição de p? e de q? 
em fatores primos. Logo p? contém um número par de fatores 
iguais a 2 enquanto 2q? contém um número ímpar desses fatores. 
Assim sendo, não se pode ter p? = 2q?. 


Exemplo 13. Sejam X = (x € Qx > 0 ex < 2}e 
Y = {y E Qiy > 0 e y? > 2}. Como x > 2 >x >4>x¢éX, 
concluímos que X C [0,2], logo X é um conjunto limitado de 
números racionais. Por outro lado, Y E (0, +00), de modo que 
Y é limitado inferiormente. Mostraremos agora que não existem 
sup X nem inf Y em Q. (É claro que existe inf X = 0, pois 0 é o 
menor elemento de X.) Para isto, estabeleceremos os seguintes 
fatos: 


A) O conjunto X não possui elemento máximo. Com efeito, 
dado x € X (isto é, dado um número racional não-negativo cujo 
quadrado é inferior a 2), tomamos um número racional r < 1 tal 
que 0 < r < (2-x2)/(2x+1). Afirmamos que x+r ainda pertence 
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aX. Com efeito, de r < 1 segue-se r? < r. Da outra desigualdade 
que r satisfaz segue-se T(2x + 1) < 2— x?. Por conseguinte, 
(x +r)? = x? + 2rx +r? < x? + 2rx +r = x? + r(2x +1) < 
x? +2—x? =2. Assim, dado qualquer x € X, existe um número 
maior, x+T EX. 


B) O conjunto Y não possui elemento mínimo. De fato, dado 
qualquer y € Y, temos y > 0 ey? > 2. Logo podemos obter um 
2 


—2 
3 - Então 2ry < y? — 2 


número racional r tal que O < 7 < 7 
e daí (y — T)? = y? — 2ry + T? > y? — 2ry > 2. Note-se também 


que T < Z — —, donde r < y, isto é, y — r é positivo. Assim, 


dado y € Y arbitrário, podemos obter y — rT € Y, Y—T<U. 


C) Sex E€ X ey €Y, entãox < y. Com efeito, tem-se 
x? < 2 < y? e, portanto, x? < y?. Como x e y são ambos 
positivos, conclui-se que x < y. (A rigor, poderia ser x = 0, 
mas, neste caso, a conclusão x < y é óbvia.) 

Usando os fatos A, B e C mostremos que, entre os números 
racionais, não existem sup X nem inf Y. 

Suponhamos, primeiro, que existisse a = sup X. Seria forçosa- 
mente a > 0. Não poderia ser a? < 2 porque isto obrigaria a € X 
e, então, a seria o elemento máximo de X, que não existe, por 
A. Tampouco poderia ser aĉ > 2, porque isto faria a € Y. Co- 
mo, em virtude de B, Y não possui elemento mínimo, existiria 
b € Y, com b < a. Usando C, concluiríamos quex <b <a 
para todo x € X, o que contradiz ser à = sup X. 

Assim, se existir a = sup X, deverá ser a? = 2. Mas, pelo 
Lema de Pitágoras, nenhum número racional existe com esta 
propriedade. Concluímos que em Q o conjunto X não possui 
supremo. 

Um raciocínio inteiramente análogo, baseado nos fatos A, B 
e C, mostraria que o número b = inf Y, se existir, deve satisfazer 
b? = 2, e, portanto, Y não possui ínfimo em Q. 

Ao mesmo tempo, estes argumentos mostram que, se existir 
um corpo ordenado no qual todo conjunto não-vazio, limitado 
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superiormente, possua supremo, existirá, nesse dito corpo, um 
elemento a > 0 cujo quadrado é 2. Com efeito, tal corpo, sendo 
ordenado contém Q, logo contém o conjunto X e nele existirá 
a = supX, cujo quadrado, não podendo ser menor nem maior 
do que 2, deverá ser igual a 2. Escreve-se a = v2. 


Exemplo 14. Vejamos agora outro exemplo de um conjunto 
limitado superiormente num corpo ordenado K, o qual não possui 
supremo em K. Para isso, tomemos um corpo não-arquimediano 
K. O conjunto N C K é limitado superiormente. Se b € K é uma 
cota superior de N então n+ 1 < b para todo n € N. Segue-se 
que n < b — 1 qualquer que seja n € N. Em outras palavras, 
se b € K for uma cota superior de N, b— 1 também o será. 
Como b — 1 < b, segue-se que, num corpo não-arquimediano 
K, o conjunto N dos números naturais é limitado superiormente 
mas não existe sup N em K. 

Um corpo ordenado K chama-se completo quando todo sub- 
conjunto não-vazio, limitado superiormente, X C K, possui supre- 
mo em K. l 

Resulta da definição que, num corpo ordenado completo, 
todo conjunto não-vazio, limitado inferiormente, Y C K, possui 
um ínfimo. Com efeito, dado Y, seja X = —Y, isto é, 
X = (-y;y E€ Y}. Então X é não-vazio e limitado superior- 
mente; logo existe a = supX. Como se vê facilmente, tem-se 
—a = inf Y. i 

Segue-se do Exemplo 14 acima que todo corpo ordenado com- 
pleto é arquimediano. 

Adotaremos, a partir de agora, o axioma fundamental da 
Análise Matemática. 


Axioma. Existe um corpo ordenado completo, R, chamado o 
corpo dos números reais. 


Passaremos a examinar agora algumas propriedades dos nú- 
meros reais que resultam imediatamente da definição de R como 
um corpo ordenado completo. 

Voltamos a enfatizar que, em todo o restante deste livro, as 
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únicas propriedades dos números reais que usaremos são aquelas 
que decorrem de ser R um corpo ordenado completo. Isto in- 
clui, evidentemente, as proposições demonstradas no início deste 
capítulo sobre corpos e corpos ordenados em geral. 

Como foi observado no am do Exemplo 13, existe em R um 
número positivo a tal que a? = 2, Este número é representado 

pelo símbolo v2. É Lero que só existe um número positivo cujo 
nada. pois aê = b? = 2 > 0 = @?—b? = (a—b) (a+b) > 
a+b =0 ou a—b = 0. No primeiro caso, a = —b (logo não 
podem ser a e b ambos positivos) e no segundo a = b. Pelo 
Lema de Pitágoras, VŽ não é um número racional. 

Aos elementos do conjunto R — Q, isto é, aos números reais 
que não são racionais, chamaremos números irracionais. Assim, 
2 é um número irracional. Veremos outros logo mais. 

Provaremos agora que, dados a > Oem R e n € N quaisquer, 
existe um único número real b > 0 tal que b” = a. O número 
b chama-se a raiz n-ésima de a e é representado pelo símbolo 
b = Ja. A demonstração imita o argumento usado no Exemplo 
13. Vejamo-la. l 

Consideramos o conjunto X = {x € R;x > 0x” < aj. O 
conjunto X é não-vazio (pois O € X) e é limitado superiormente. 
(Se a < 1, então, 1 é uma cota superior de X. Se a > 1, então 

`> a e daí a é uma cota superior de X.) 

Seja b = supX. Afirmamos que b” = a. Isto se baseia nos 

seguintes fatos: 


A) O conjunto X não possui elemento máximo. Dado x € X 
qualquer, provaremos que é possível tomar d > 0 tão pequeno 
que ainda se tenha (x + d)” < a, isto é x+ d € X. Para isto, 
usaremos um fato auxiliar, que demonstraremos por indução. 
Trata-se do seguinte: dado x > O existe, para cada n, um número 
real positivo A, (dependendo de x) tal que (x+ d)” <x" + An: 
d, seja qual for d com O < d < 1. Isto é claro para n = 1. 
Supondo verdadeiro para n, temos (x+d)"*! = (x+d)"(x+d) < 
e + An- dixt)=xH+A- d- xtd. x + An: d = 
XH + (An: xx +An d) d< xt + (An xx An) d 
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(já que 0 < d < 1). Tomando Ann = Anxtx"+An, obtemos 
(x+ a < xot! + Any .d. 
Agora, sex € X, isto é x > 0 ex“ < a, tomamos d tal 


Guesa 00 E E a 


- Teremos x“ +An-d < ae, 


n 
por conseguinte, (x + d)” < a, o que prova que X não possui 
elemento máximo. 


B) O conjunto Y = {y € R;y > 0,y” > a) não possui elemento 
mínimo. Seja y E€ Y. Escolheremos d, com O< d< y, tal que 
(y-d” >a,istoé,y— d E Y. Para tal observemos que, sendo 


0< < y, temos (y — d)" = y"(1— Sr >y (i -n. $) = 


y"—ny"-!.d, como resulta da desigualdade de Bernoulli (Exem- 
T 


ia 


i d 
plo 8), com x = E - Se tomarmos O < d a obteremos 


então y” — ny"! d > a e, portanto, (y — am >a. bis mostra 
que Y não possui elemento mínimo. 


C) Sex E€ X ey €E Y então x < y. De fato, nestas condições 
x” < a< y” e, como x e y são positivos, vem x < y. (O caso 
x =0 dá x < y obviamente.) 


Deduz-se de A, B e C que o número b = supX satisfaz à 
condição b” = a. Com efeito, se fosse b” < a então b pertenceria 
ao conjunto X do qual é supremo, logo b seria o elemento máximo 
de X, o que contradiz A. Também não pode ser b” > a porque 
então b € Y e como, por B, Y não possui elemento mínimo, 
haveria um ¢ € Y com ¢ < b. Por C, viria x < c < b para todo 
xEX: cseria uma cota superior de X menor do que b = sup X, 
outra contradição. Logo, deve ser b“ = a. 

De agora em diante, todos os intervalos que considerarmos se 
referirão ao conjunto R dos números reais. 

Pelo que acabamos de ver, dado n € N, a função 
f: [0,+00) — l0, +00), definida por f(x) = x”, é sobrejetiva. 
É claro que O < x < y implica 0 < x” < y” (pela monotoni- 
cidade da multiplicação). Logo f é injetiva e portanto é uma 
bijeção de [0, +00) sobre si mesmo. Sua função inversa é dada 
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por y œ> 4/y, a raiz n-ésima (positiva única) de y > 0. 


O Lema de Pitágoras mostra que o número real v2 não é 
racional. Generalizando este fato, provaremos agora que, da- 
do um n € N, se um número natural m não possui uma raiz 


n-ésima natural também não possuirá uma raiz n-ésima racional. 
n 


Com efeito, seja Pi =m. Podemos supor p e q primos entre 


si. Então p” e q" também serão primos entre si. Mas temos 
p"=q"-m, o que implica ser q” um divisor de p™. Absurdo, a 
menos que fosse q = 1. Em suma, dados m,n € N, se Ym ÉN 
então ym € R -— Q. 

Os números reais que não são racionais, isto é, os elementos 
do conjunto R—Q, são chamados números irracionais. Acabamos 
de ver que eles existem: V2, v5, “4/6, etc. são números ir- 
racionais. Mas há muitos outros, obtidos de modos bem mais 
complicados do que simplesmente extrair raízes não-inteiras de 
números inteiros ou mesmo resolver equações algébricas com co- 
eficientes inteiros. (Vide Exercícios 44, 45 e 46.) 


Mostraremos agora que os números irracionais se acham es- 
palhados por toda parte entre os números reais. Em seguida, 
provaremos que há mais números irracionais do que racionais. 
Para explicar precisamente o que significa “espalhados por toda 
parte”, começaremos com uma definição. 


Um conjunto X C R chama-se denso em R quando todo 
intervalo aberto (a, b) contém algum ponto de X. 


Em outras palavras, diremos que o conjunto X de números 
reais é denso em R quando, dados arbitrariamente a < bem R, 
for possível encontrar x € X tal que a < x < b. 


Por exemplo, seja X = E Z o conjunto dos números reais que 
não são inteiros. X é denso em R. Com efeito, todo intervalo 
(a,b) é um conjunto infinito, enquanto existe no máximo um 
número finito de inteiros n tais que a < n < b. Logo qualquer 
intervalo (a, b) contém elementos de X (isto é, números reais 
não-inteiros). 
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É recomendável pensar nos números reais como pontos de 
uma reta, sendo a distância de x a y dada por |x—y] e significando 
a relação x < y que x está à esquerda de y. Neste caso, os 
números inteiros acham-se a uma distância inteira > 1 uns dos 
outros. À imagem geométrica deixa evidente que E Z é denso em 
R, embora não deva intervir na demonstração deste fato. 


Teorema 4. O conjunto Q dos números racionais e o conjunto 
R— Q dos números irracionais são ambos densos em R. 


Demonstração. Seja (a, b) um intervalo aberto qualquer em R. 
Devemos mostrar que existem um número racional e um número 
irracional em (a, b). Como b— a > 0, existe um número natural 


; 1 m 
p tal que 0 < E <b-—a. Os números da forma —, m € Z, 


decompõem a reta R em intervalos de comprimento — - Como — 


é menor do que o comprimento b — a do intervalo (a, b), algum 


dos números — deve cair dentro de (a,b). Esta é a idéia in- 
p 

tuitiva da demonstração. Raciocinemos agora logicamente. Seja 

A = fm E€ Z; — > bọ. Como R é arquimediano, A é um con- 
p 


junto não-vazio de números inteiros, limitado inferiormente por 
5 a mo 
b-p. Seja mo E€ À o menor elemento de A. Então b < — 


p 
mo—] ; 
mas, como mo — | < my, tem-se ——— < b. Afirmamos que 
Mo — . e : > 
a < ——— < b. Com efeito, se não fosse assim, teríamos 


m 
<a<b< —2 Isto acarretaria b — a< ———— = — 
Pp P P P P 


o : : Mo — 
uma contradição. Logo, o número racional ———— pertence ao 


1 
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intervalo (a, b). Para obter um número irracional no intervalo 
b—a i 2 
, OU e <b-—a. 


v2 


, onde m € Z, são (salvo m = 0) 


1 
(a, b), tomamos p € N tal que E < 


Os números da forma 


irracionais e dividem a reta R em intervalos de comprimento 


V2 


21, ; 
— - Como — é menor do que o comprimento b — a do inter- 
P 


N 
valo (a, b), conclui-se que algum deve pertencer a (a, b). 


A demonstração formal se faz como no caso anterior: se mo for 


o menor inteiro tal que b < 


(mo — D)v2 
p 


então o número irracional 
pertence ao intervalo (a, b). 


O teorema abaixo, às vezes chamado “Princípio dos Inter- 
valos Encaixados”, é usado por alguns autores na definição dos 
números reais. 


Teorema 5. Seja h DLD- DInhD... uma segiência de- 

crescente de intervalos limitados e fechados In = lan, bn]. A in- 
a 

terseção () In não é vazia. Isto é, existe pelo menos um número 
n=] 

real x tal que x E ly para todo n € N. Mais precisamente, temos 

NIn = [a,b], onde a = sup an e b = inf bn. 


Demonstração. Para n € N, temos In+ı C In, o que significa 
an < an+ < bna < bn. Podemos então escrever: 


Chamemos de A o conjunto dos an e Bo conjunto dos bn. A 
é limitado: qa; é uma cota inferior e cada bn é uma cota superior 
de A. Por motivo semelhante, B é também limitado. Sejam 
a = supÃeb = infB. Como cada bn é cota superior de A, 
temos a < b, para cada n. Assim, a é cota inferior de B e, 


86 [CAP. Ill: NÚMEROS REAIS 


portanto, a < b. Podemos então escrever: 
a Salni LLa LLb L bn So < b < hb. 


Concluímos que a e b (podendo ser a = b!) pertencem a todos 


os In, donde [a,b] C In para cada n. Logo [a,b] C N kh. 
n=] 
Mais ainda, nenhum x < a pode pertencer a todos os inter- 


valos In. Com efeito, sendo x < a = supA, existe algum 
an € A tal que x < an, ou seja, x É In. Do mesmo modo, 
y > b > y > bm para algum m, donde y É Im. Concluímos 
então que NL, = [a, b]. 


Usaremos o Teorema 5 para provar que o conjunto dos números 
reais não é enumerável. 


Teorema 6. O conjunto R dos números reais não é enumerável. 


Demonstração. Dados um intervalo limitado, fechado 
I = [a,b], com a < b, e um número real xp, existe um in- 
tervalo fechado, limitado, J = [c, d], com c < d, tal que xo É J 
eJ c IL Isto pode ser verificado facilmente. Usaremos este fa- 
to repetidamente para mostrar que, dado qualquer subconjunto 
enumerável X = (x1,x2,...5Xn,-.. SC R, podemos encontrar um 
número real x É X. Com efeito, sejam 1, um intervalo limitado 
fechado e não-degenerado, tal que x) É h, Ip um intervalo 
do mesmo tipo com x2 É k e I C lı e assim indutivamente: 
supondo obtidos h D L D- D In limitados fechados e não- 
degenerados, com x É h (1 <i < n), podemos obter Iny C Ih 
com Xn+1 É In4). Isto nos fornece uma sequência decrescente 
hD- D Ih D... de intervalos limitados e fechados. Pelo 
Teorema 5, existe um número real x que pertence a todos os In. 
Como xn É lh, segue-se que x não é nenhum dos Xn , e portanto 
nenhum conjunto enumerável X pode conter todos os números 
reais. 


Corolário 1. Todo intervalo não-degenerado de números reais 
é não-enumerável. 
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Com efeito, como f: (0,1) — (a,b), definida por 
f(x) = (b — a)x + a, é uma bijeção do intervalo aberto (0,1) 
no intervalo aberto arbitrário (a, b), se provarmos que (0, 1) não 
é enumerável, resultará que nenhum intervalo não-degenerado 
pode ser enumerável. Ora, se (0,1) fosse enumerável, (0,1] 
também seria e, consequentemente, para cada n € Z, o intervalo 
(n,n + 1) seria enumerável (pois x => x +n é uma bijeção de 
(0, 1] sobre (n,n +1]). Mas R = U (n, n+ 1] seria enumerável, 

nez 
por ser uma reunião enumerável dos conjuntos (mn, n + 1]. 
Corolário 2. O conjunto dos números irracionais não é enu- 
merável. 


Com efeito, temos R = QU(R — Q). Sabemos que Q é 
enumerável. Se R — Q também o fosse, R seria enumerável, 
como reunião de dois conjuntos enumeráveis. 


Exercícios 


1. Dados a, b, c, d num corpo K, sendo b e d diferentes de 
Zero, prove: 


a, c ad+bc, 


feto e E E 
) b E d bd ’ 
ac ac 
DD) Doble. 
) b d b.d 
2. Dado a £ 0 num corpo K, põe-se, por definição, a? = 1 e, 
sen eN, a™ = — ou seja, a” = (a)! Prove: 
ar 


Q m n — am. 
19) 07.” => qm, 


22) (a™)™ = a™ sejam quais forem m,n € Z. 


x x 
3. Se Ž = 2 =... = E mm corpo K, prove que, dados 
Yı Y2 Un 
@1,... An E K tais que qu, + --- + ya É 0, tem-se 


Xe + AX Xa 


Ur cd AnUn Vi 
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-7 EXERCÍCIOS 


. Sejam K, L corpos. Uma função f: K — L chama-se um 


homomorfismo quando se tem f(x + y) = f(x) + fly) e 
f(x- y) = f(x) - f(y), quaisquer que sejam x,y E K. 


i) Dado um homomorfismo f: K — L, prove que f(0) = 0. 


ii) Prove também que, ou f(x) = O para todo x € K, ou 
então f(1) = 1 e f é injetivo. 


. Seja f: Q — Q um homomorfismo. Prove que, ou f(x) = O 


para todo x € Q ou então f(x) =x para todo x € Q. 


. Verifique as associatividades da adição e da multiplicação 


em Zz. (Nota. Há dois modos de se proceder. Um re- 
quer a verificação de 16 igualdades. Outro consiste em 
observar que, definindo-se f: Z — Zz por f(n) =0 sen 
é par, e f(n) = 1 se n é ímpar, f é sobrejetiva e, para 
m,n E Z quaisquer, valem f(m +n) = f(m) + f(n), 
f(m-n) = f(m): f(n). As associatividades em Z implicam 
nas de Z2.) 


. Seja p um número natural primo. Para cada inteiro m, in- 


diquemos com Ti o resto da divisão de m por p. 
No conjunto Zp = {0,1,..., p — 1) definamos duas opera- 
ções: uma adição & e uma multiplicação ©, pondo 
men =minemon = mn. Prove que a 
função f: Z — Zp, definida por f(n) = 7m, cumpre 
f(m+n) = f(m)of(n) e f(m-n) = f(m)of(n). Conclua 
que ® e O são comutativas, associativas, vale a distribu- 
tividade, existem 0 e 1. Observe que dados m,n E€ Zp, 
mon=0=>ma=o0oum =Q. Conclua que Zp é um 
corpo. 


- Seja K um conjunto onde são válidos todos os axiomas de 


corpo, salvo a existência de inverso multiplicativo. 

i) Dado a Æ 0 em K, prove que a função f: K — K, definida 
por f(x) = ax, é uma bijeção se, e somente se, a possui 
inverso. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


ii) Mostre que f é injetiva se, e somente se, vale a lei do 
corte para a. 


iii) Conclua que, se K é finito, a lei do corte é equivalente 
à existência de inverso para cada elemento não-nulo de K. 


. Explique por que as operações usuais não tornam corpos o 


conjunto Z dos inteiros nem o conjunto Qlt] dos polinômios 
de coeficientes racionais. 


Num corpo ordenado K, prove que a? + b? = 0 & a=b=0. 


Seja P o conjunto dos elementos positivos de um corpo 
ordenado K. 


i) Dado um número natural n, prove que a função f: P—P, 
definida por f(x) = x”, é monótona crescente (isto é, 
x <y > f(x)<f(y)). 


ii) Dê um exemplo em que f não é sobrejetiva. 


iii) Prove que f(P) não é um subconjunto limitado superi- 
ormente de K. l 


Sejam X um conjunto qualquer e K um corpo. Indique- 
mos com F(X; K) o conjunto de todas as funções f: X—>K. 
Definamos em F(X; K) as operações de adição e de multipli- 
cação de modo natural: dadas f,g: X — K, as 
funções f +g: X > Kef- g:X — K são dadas por 
(f + g)(x) = f(x) + g(x) e (f - g)(x) = f(x) - g(x). Veri- 
fique quais dos axiomas de corpo são válidos e quais não são 
válidos no conjunto F(X;K), relativamente a estas 
operações. 


Sejam x, y elementos positivos de um corpo ordenado 
K. Tem-se x < y 6 x! > y!. Prove também que 
x>08x! 50; 
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14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


“ EXERCÍCIOS 


Seja a um elemento positivo de um corpo ordenado K. 
Definamos f: Z — K pondo f(n) = a”. (Veja o Exercício 
2.) Prove que f é crescente se a > 1, decrescente se a < 1 
e constante se a = 1. 


Dados x Æ O num corpo ordenado K e n € N qualquer, 
prove que (1 +x)™ >1+2n-x. 


Sen € Nex < 1 num corpo ordenado K, prove que 
(1— x) > 1-—nx. 


Num corpo ordenado, se a e a +x são positivos, prove 
que (a +x)” > a?+n- ar! .x. Enuncie e demonstre 
desigualdades análogas às dos Exercícios 15 e 16, com a 
em vez de 1. 


Sejam a, b, c, d elementos de um corpo ordenado K, onde 


Z ins a+c : 

be d são positivos. Prove que 5ra ya está compreendido 
é a c ç 

entre o menor e o maior dos elementos. 5 e T Generalize: 


++ an 
bi +: + bn 
1., Sm 


e o maior dos elementos —,---, 
bı bn 


mostre que está compreendido entre o menor 


, desde que b}, ..., Dn 


sejam todos positivos. 


Dados x, y num corpo ordenado K, com y £ 0, prove que 


- E . x, bl 
Ix- y“ = Jx] lyi, ou seja |=] = => 
y hyl 
Prove por indução que, dados x1,...,Xn num corpo or- 
denado K, tem-se |x; +- xl < Ixil -+--+ [xn] € 
[xi -x2 Xal = al Ixal. o. enl. 


Seja K um corpo ordenado. Exprima cada um dos conjun- 
tos abaixo como reunião de intervalos: 


a) o conjunto dos x € K tais que |x— 3| + Ix + 3| < 8; 
b) idem |x? — 2] < 1; 
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23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


c) x +1] < 1; 
d) Ix— 5| < |x + 1l; 
e) (2x +3)f(x— 2) > 0. 


Prove que, para todo x num corpo ordenado K, tem-se 


x—-HU+x—2]>1. 
x-U+x-2-+|x—-3]>2. 


Dados a, b, £ num corpo ordenado K, prove que 
la— b] < e > |b]—e < lal < jbl- e. 

Conclua que ja — b| < e > a < |b| +e. 

Prove que, num corpo ordenado K, as seguintes afirmações 

são equivalentes: 

(i) K é arquimediano; 

(ii) Z é ilimitado superior e inferiormente; 

(ii) Q é ilimitado superior e inferiormente. 


Prove que um corpo ordenado K é arquimediano se, e so- 
mente se, para todo € > 0 em K, existe n € N tal que 


n <E. 

Seja a > 1 num corpo arquimediano K. Considere a função 
f: Z > K, definida por f(n) = a”. Prove as seguintes 
afirmações: 


(1) f(Z) não é limitado superiormente; 
(ii) inf f(Z) = 0. 
Sejam a racional diferente de zero, e x irracional, Prove 


que ax e a+x são irracionais. Dê exemplo de dois números 
irracionais x, y tais que x -+y e x- y são racionais. 
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28. Sejam a, b, c e d números racionais. Prove que 


a+bv2=c+dv26a=ceb=d. 


29. Prove que o conjunto K dos números reais da forma 
a+bv2, com a e b racionais, é um corpo relativamente às 
operações de adição e multiplicação de números reais. Exa- 
mine se o mesmo ocorre com os números da forma a+b 4/2, 
com a,b € Q. 


30. Sejam a, b números racionais positivos. Prove que 
a+ vb é racional se, e somente se, Va e vb forem 
ambos racionais. (Sugestão: multiplique por /a — vb.) 


31. Sejam X C R não-vazio, limitado superiormente, e c um 
número real. Tem-se c < sup X se, e somente se, para cada 
€ > 0 real dado pode-se achar x € X tal que c — e < x. 
Enuncie e demonstre um resultado análogo com inf em vez 
de sup. 


32. Seja X = fimen} Prove que inf X = 0. 


33. Sejam A C B conjuntos não-vazios limitados de números 
reais. Prove que inf B < inf A < sup A < supB. 


34. Sejam A, B conjuntos não-vazios de números reais, tais que 
xe A, veB>x<uv. Prove que supÃ < inf B. Prove 
que sup À = inf B se, e somente se, para todo £ > O dado, 
podem-se obter x € A eye B tais que y —x< €. 


. Dado A C R não-vazio, limitado inferiormente, seja 
A = {—x;x E€ A}. Prove que —A é limitado superior- 
mente e que sup(—A) = — inf À. 


. Seja À C R não-vazio, limitado. Dado c > 0, seja 
c- A=tc-x;x € A}. Prove que c- À é limitado e que 
sup(c- A) = c-supÃ, inf(c- A) = c-infAÃ. Enuncie e 
demonstre o que ocorre quando c < 0. 
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37. Dados A,B C R não-vazios e limitados, seja À + B = 
{x + y;x € A,y € B}. Prove: 
i) A + B é limitado; 
ii) sup(A + B) = sup A + sup B; 
iii) inf(A + B) = inf A + inf B; 
iv) Enuncie e demonstre resultados análogos supondo ape- 


nas A e B limitados superiormente (ou A e B limitados 
inferiormente). 


38. Seja X C R. Uma função f: X > R chama-se limitada 
quando sua imagem f(X) C R é um conjunto limitado. 
Neste caso define-se o sup f como o supremo do conjunto 
f(X). (Às vezes se escreve sup f(x) ou ap f) 


i) Prove que a soma de duas ade limitadas f, g: X > R 
é uma função limitada f + g: X > R. 

ii) Mostre que (f + g)(X) c f(X) + g(X), na notação do 
Exercício 37. 


iii) Conelua que sup(f+9g) < sup ai gequeinf(f+g) > 
inff-+infg. 


iv) Considerando as funções f, g: [-1,4+1] > R, definidas 
por f(x) = x e g(x) = —x, mostre que se pode ter 
sup(f + 9g)<supf+supgeinf(f+g)>inff-+Hinfg. 


39. Sejam A, B conjuntos de números reais positivos. 
Definamos A - B = (x-yx € Aey € B}. Prove que 
se A e B forem limitados então A - B é limitado, sendo 
sup(A - B) = sup A -supB einf(A-B) = inf A - inf B. 


40. i) Prove que o produto de duas funções limitadas f, g: X>R 
é uma função limitada f - g: X => R. 
ii) Mostre que (f - 9)(X) c f(X) - g(X). 


iii) Conclua que, se f e g forem ambas positivas, tem-se 
sup(f-g) < supf-supgeinf(f.9g) > inf f -inf g. 
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41. 


42. 


43. 


44. 
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, 


iv) Dê exemplo em que valham as desigualdades estritas. 


v) Mostre porém que para toda f positiva tem-se 
sup(f?) = [sup fJ2. 


Analise os Exercícios 39 e 40 sem as hipóteses de positivi- 
dade neles feitas. 


Seja f(x) = ao + a1x + ---+ anx” um polinômio com coe- 
ficientes inteiros. 


A A ; P : Aa 
i) Se um número racional — (com p e q primos entre si) é 


tal que f (2) = 0, prove que p divide ao e q divide an. 


ii) Conclua que, quando an = 1, as raízes reais de f são in- 
teiras ou irracionais. Em particular, examinando 
x" — a = 0, conclua que, se um número inteiro a > 0 
não possui n.-ésima raiz inteira, então ya é irracional. 


iii) Use o resultado geral para provar que v2+ Y2 é irra- 
cional. 


1 


Dado um número natural p > 1, prove que os números 
Rak e m À 
racionais da forma — , onde m € Z e n € N constituem 


um subconjunto denso em R. 


Um número real r chama-se algébrico quando existe um 
polinômio f(x) = ao + ajx+---+anx”, não identicamente 
nulo, com coeficientes inteiros, tal que f(r) = 0. 


i) Prove que o conjunto dos polinômios de coeficientes in- 
teiros é enumerável. 


ii) Dada uma enumeração (fi, f2,..., fn,-.. } desses polinô- 
mios não identicamente nulos, seja, para cada n € N, An 
o conjunto das raízes reais de fn. Cada A, é um conjunto 
finito (podendo ser vazio). O conjunto A dos números 


algébricos reais escreve-se À = |J An. Conclua que A é 
neN 
enumerável. Mostre que À é denso em R. 
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46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


5l. 


Seja X o complementar de um conjunto enumerável de 
números reais. Mostre que, para 'cada intervalo aberto 
(a,b), a interseção (a, b) NX é não-enumerável. Em par- 
ticular, X é denso. 


Um número real chama-se transcendente quando não é 
algébrico. Prove que o conjunto dos números transcen- 
dentes é não-enumerável e denso em R. 


Prove que o conjunto dos números algébricos é um corpo. 
(Este exercício requer conhecimentos de Algebra muito aci- 
ma do que estamos admitindo até aqui.) 


Dê exemplo de uma seqüência decrescente de intervalos 
fechados (ilimitados) cuja interseção seja vazia e de uma 
seqüência decrescente de intervalos febertos) limitados cu- 
ja interseção seja vazia. 


Sejam B C A conjuntos não-vazios de números reais. Supo- 
nha que À seja limitado superiormente e que, para cada 
x E€ À, exista um y € B tal que x < y. Prove que, nestas 
condições, tem-se sup B = sup À, Enuncie e demonstre um 
resultado análogo para inf. 


Um corte de Dedekind é um par ordenado (A, B) onde À e 
B.são subconjuntos não-vazios de números racionais, tais 
que A não possui elemento máximo, A U B = Q e, dados 
x E A e y EB quaisquer, tem-se x < y. 

a) Prove que, num corte de Dedekind (A,B), vale 
sup A = inf B. ' 


b) Seja D o conjunto dos cortes de Dedekind. Prove que 
existe uma bijeção f: D — R. 


Sejam X, Y conjuntos não-vazios e f: X x Y > R uma 
função limitada. Para cada xo € X e cada yo € Y, ponha- 
mos sı(xo) = sup{f(xo,y);y € Y} e s2(yo) = suplf(x, yo); 
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53. 


54. 
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x € X}. Isto define funções sı: X — R e s2: Y — R. Prove 


que se tem sup sı (x) = sup s2({y). Em outras palavras 
xEX veY 


suplsup f(x, y)] = suplsup f(x, y)]. 
x Yy Yy x 


Enuncie e demonstre um resultado análogo ao anterior com 
inf em vez de sup. Considere, em seguida, o caso “misto” 
e prove que 


suplinf f(x, y)] < inflsup f(x, y)]. 
a x y 


Dê um exemplo onde se tem < na desigualdade acima. 


Sejam x, y números reais positivos. Prove que se tem 


x+y. 


di < — 


A desigualdade entre a média aritmética e a média ge- 
ométrica, vista no exercício anterior, vale para n números 
reais positivos X1,...,Xn. Sejam G = 43/XIX2...Xn € 

Xi He t Xn À 
Pepe A 


n . 
x) =- = Xn. Para provar a desigualdade no caso geral, 


considere a operação que consiste em substituir o menor 
dos números dados, digamos x; e o maior deles, digamos 


1 Xi’ Xj 1 


: l ~ 
xj respectivamente por x; = ex; = G. Isto não 


- Tem-se G < A. Isto é evidente quando 


altera a média geométrica e, quanto à aritmética, ela não 
aumenta, pois, como é fácil de se ver, x; + XxX; lxt. 
Prove que, repetida esta operação no máximo n vezes, 
obtemos n números todos iguais a G e, portanto, sua 
média aritmética é G. Como em cada operação a média 
aritmética não aumentou, conclua que G < À, ou seja 
XFX 
n 


XIX . . . Xn < 
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Seja K um corpo ordenado completo. Indique com O’ e 
1 o zero e a unidade de K. Para cada n € N, sejam 
v'=n-1'+.--+1' (n vezes) e (—n)' = —n”. Definamos 
f 
uma função f: R — K pondo f E im E para todo Teg 
Í p’ p 
e, para x irracional, seja f(x) = sup (E E sa <Xp. 
Prove que f é um homomorfismo sobrejetivo e conclua que 
f é uma bijeção, ou seja um isomorfismo de R sobre K. 


Seja f: R > R um isomorfismo de R em si mesmo. Prove 
que f = identidade. Conclua que se K e L são corpos 
ordenados completos, existe um único isomorfismo de K 
sobre L. 


xX 


Verifique que f: R > (—1, 1), definida por f(x) = ——————=, 
Vi +x? 


é uma bijeção de R sobre o intervalo (—1,1). 


Um conjunto G de números reais chama-se um grupo adi- 
tivo quando 0 € G e x,y € G > x—y € G. Então, 
xeG>5> xeGexyve6>x+y E G. Seja então 
G C R um grupo aditivo de números reais. Indiquemos 
com Gt o conjunto dos números reais positivos perten- 
centes a G. Excetuando o caso trivial G = (0), Gt é 
não-vazio. Suponhamos pois G Æ (0). Prove que: 


i) Se inf Gt = 0, então G é denso em R; 
ii) Se inf GĦ = a > 0, então a € Gt e G = {0, +a, +2a,...). 


[Sugestão: para provar (ii) note primeiro que se fosse 


ag Gt existiriam g,h € G} coma<h<g <a+s, 


a 
donde 7 > g—h € GĦ, uma contradição. Em seguida, 
observe que todo g € G se escreve sob a forma g = a-q+T, 
com q € Z, sendo O < r < a. Veja qer=g—a-geçG, 
pois q é inteiro.] 
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iii) Conclua que, se œ € R é irracional, os números reais da 
forma m+-n«, com m,n E Z, constituem um subconjunto 
denso em R. 


Sejam f,g: Rx R > R e ,4p: RxRxR>R as funções 
definidas por f(x, y)}=3x—y, g(x, y)}=(x—1} + (y +1) —9, 
p(x, y, z) = 3z, (x,y,z) = x? +y? — z. Interpretando 
(x,y) como as coordenadas cartesianas de um ponto do 
plano R? e (x,y,z) como coordenadas de um ponto do 
espaço R?, descreva geometricamente os conjuntos f~! (0), 


g7'(0), q7!(0) ep! (0). 


Seja a um número real positivo. Dado um número racional 
p/q (onde p € Z e q € N), defina a potência de base a e 
expoente racional p/q como a”/1 = </a?P. Prove: 

1º) Para quaisquer r,s € Q tem-se a". as = arts e 
(a) = ars 

2º) Para todo r € Q*, a função f: (0,400) > (0,400), 
dada por f(x) = x", é uma bijeção crescente; 

3º) A função g: Q > R definida por g(r) = a”, (onde a 
é um número real positivo fixado) é crescente se a > 1, e 
decrescente se 0 < a< 1. 


Capítulo IV 


Sequências e Séries de 
Números Reais 


Estudaremos, neste capítulo, os limites de sequência dos nú- 
meros reais e, em particular, trataremos das séries (ou “somas 
infinitas”). 

Todos os conceitos e resultados importantes da Análise Ma- 
temática se referem, quer explícita quer indiretamente, a limites. 
Daí o papel central que esta noção desempenha. 


Os limites de sequências de números reais são os mais simples; 
por isso começaremos por eles. Outros tipos mais sofisticados de 
limites, como derivadas, integrais, sequências de funções, etc., 
serão estudados nos capítulos posteriores. 


Do ponto de vista intuitivo, sugerimos ao leitor pensar nu- 
ma sequência (x1,X2,...,Xn,--. ) de números reais como uma 
sequência de pontos da reta e no seu limite, que definiremos a 
seguir, como um ponto do qual os pontos x, tornam-se e per- 
manecem arbitrariamente próximos, desde que se tome o índice 
n suficientemente grande. Um resultado crucial para justificar 
essa imagem geométrica é fornecido pelo Teorema 1, do Capítulo 
HI, que recordamos agora. 


Dados os números reais a, x, €, com £ > 0, as três afirmações 
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seguintes são equivalentes: 


x—al< e, 
a—EeE<x<a+e, 


x pertence ao intervalo (a — £, a + £). 

Assim, o intervalo aberto (a — £, ,a + £), que chamaremos o 
intervalo aberto de centro a e raio £, é formado pelos pontos cuja 
distância ao ponto a (centro do intervalo) é menor do que e. 

Analogamente, os pontos x do intervalo fechado [a — £, a+ £] 
são caracterizados pela propriedade de estarem situados a 
uma distância menor do que ou igual a e do centro a (ou se- 
ja, Ix— a] < £). 

Outro resultado simples, porém indispensável para o estudo 
dos limites de sequências, é o Teorema 3 do Capítulo II, segundo 
o qual um subconjunto X C N é infinito se, e somente se, é 
ilimitado. 

Quando X C N é um conjunto infinito, costuma-se dizer 
que X contém números naturais “arbitrariamente grandes”. Is- 
to quer dizer que, dado qualquer n; € N existe n € X tal que 
n > my. Em particular, se existir um número no € N tal que 
X contém todos os números naturais n > no, então X é infinito 
(embora nem todos os subconjuntos infinitos X C N gozem desta 
propriedade). Neste caso, costuma-se dizer que “X contém todos 
os números naturais suficientemente grandes”. Uma afirmação 
equivalente: N — X é finito. 


1 Sequências 


De acordo com a definição geral (Capítulo I, 85), uma se- 
guência de números reais é uma função x: N — R, definida 
no conjunto N = (1,2,3,...) dos números naturais e tomando . 
valores no conjunto R dos números reais. O valor x(n), para 
todo n € N, será representado por x, e chamado o termo de 
ordem n, ou n-ésimo termo da sequência. 
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Escreveremos (x1,X2,...,Xn,...), OU (Xn)nen, ou simples- 
mente (Xn), para indicar a sequência x. 

Não se deve confundir a sequência x com o conjunto x(N) dos 
seus termos. Para este conjunto, usaremos a notação 
x(N) = (x5,x2,...0,Xm,-..;. À função x: N > R não é neces- 
sariamente injetiva: pode-se ter Xm = Xn com m £n. Em par- 
ticular (apesar da notação) o conjunto (x1,x2,...,Xn,...; pode 
ser finito, ou até mesmo reduzir-se a um único elemento, como 
é o caso de uma segiência constante, em que x, = a € R para 
todo n EN. ' 

Quando a sequência (xn) for injetiva, isto é, quando m $ n 
implicar xm Æ Xn, diremos que ela é uma seqüência de termos 
dois a dois distintos. 

Diz-se que a seqüência (xn) é limitada quando o conjunto dos 
seus termos é limitado, isto é, quando existem números reais a, 
b tais que a < xn < b para todo n € N. Isto quer dizer que 
todos os termos da seqüência pertencem ao intervalo [a, b]. 

Todo intervalo [a,b] está contido num intervalo da forma 
[—c,c], com c > O (intervalo simétrico). Para ver isto, basta 
tomar c = maxlJal, |b]). Como a condição xn € I-c, c] é equiva- 
lente a |xn| < c, vemos que uma sequência (Xn) é limitada se, e 
somente se, existe um número real c > 0 tal que |xn| < c para 
todo n € N. Daí resulta que (xn) é limitada se, e somente se, 
(xnl) é limitada. 

Quando uma sequência (Xn) não é limitada, diz-se que ela é 
ilimitada. 

Uma segiiência (Xn) diz-se limitada superiormente quando e- 
xiste um número real b tal que xn < b para todo n € N. Isto 
significa que todos os termos x, pertencem à semi-reta (—oco, b]. 
Analogamente, diz-se que (xn) é limitada inferiormente quando 
existe a € R tal que a < xn (ou seja, x € [a, +00)) para todo 
neN. 

Evidentemente, uma seqüência é limitada se, e somente se, é 
limitada superior e inferiormente. 

Dada uma seqüência x = (Xn)nen de números reais, uma 


subsegiiência de x é a restrição da função x a um subconjunto 
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infinito N’ = {m < m < © <m;<-jdeN. Escreve-se 
x! = (Xn)nen’ ; OU (Xna; Xna: ++ Xn + ) OU (Xn; Jien para indicar 
a subseqüência x’ = x|N”. 


Observação: Estritamnente falando, uma subseqüência x’ não é 
uma seqüência pois seu domínio N’ não é necessariamente igual 
a N. Mas é trivial considerar x’ como função definida em N, a 
saber, a função 1 H Xn, 2 = Xnzs co TH Xn- Isto é o que 
se faz ao usar a notação x’ = (Xn Jien - 


Lembremos que um subconjunto N’ C N é infinito se, e so- 
mente se, é ilimitado, isto é, para todo no € N’ existe n; € N’ 
comin; > no. 

Toda subseqüência de uma seqüência limitada é limitada 
(respectivamente limitada superiormente ou inferiormente). 


Uma sequência (Xn) chama-se crescente quando 
x < X2 < x3 < ..., isto é quando Xn < x para todo 
n EN. Se vale xn < Xn} para todo n, a sequência diz-se 
não-decrescente. 


Analogamente, quando xı > x2 > x3 >..., ou seja, quan- 
do Xn > Xn+1 para todo n € N, a sequência (xn) diz-se decres- 
cente. Ela é chamada não-crescente quando Xn > Xn+1 para todo 
nen. 


As sequências crescentes, não-decrescentes, decrescentes e 
não-crescentes são chamadas sequências monótonas. l 


Uma seqüência não-decrescente é sempre limitada inferior- 
mente pelo seu primeiro termo, por exemplo. Do mesmo modo, 
uma sequência não-crescente é sempre limitada superiormente. 


Para que uma segiiência monótona seja limitada é (necessá- 
rio e) suficiente que ela possua uma subsegiência limitada. Com 
efeito, seja, por exemplo, x, < Xn, < t S Xm, So <b 


uma subseqüência limitada da seqüência. não-decrescente (xn). 
Então, para qualquer n € N, existe um nk > n e, portanto, 
Xn Š Xn, < b. Logo Xn < b para todo n. A segiência (xn) é, 
conseqüentemente, limitada. l 
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Exemplo 1. xn = 1 para todo n € N; isto define a sequência 
constante (1,1,...,1,...); ela é evidentemente limitada, pois 
x(N) = (1), não-decrescente e também não-crescente. 


Exemplo 2. xn = n para todo n € N. Neste caso, x: N> Réa 
aplicação de inclusão. Obtém-se a seqüência (1,2,3,...,n,...) 
que é limitada inferiormente, ilimitada superiormente, monótona 
crescente. 


Exemplo 3. xn = 0 para n pare x, = 1 para n ímpar. 
A segliência assim definida é (1,0,1,0,...). Seu conjunto de 
valores é x(N) = (0,1). Ela é limitada e não é monótona. 


A mesma sequência poderia também ser definida pela fórmula 
= 1] — pra tã an2 [TT 
Xn = 3l] + (—1)"*] ou então por x, = sen? [—-). 


2 
Exemplo 4. Xn = 1/n para todo n € N. Temos a sequência 
(1,1/2,1/3,...,1/m,...), monótona decrescente, limitada. 


Exemplo 5. Seja xn = 1+(-)"Hm/2. Então x = n 
para n ímpar e Xn = O para n par. A sequência (xn) tem 
a forma (1,0,3,0,5,0,...). Ela é limitada inferiormente, ili- 
mitada superiormente, não monótona. Seus termos de ordem 
ímpar constituem uma subseqiiência monótona crescente ilimita- 
da, x2n-1 = 2n—1, enquanto os termos de ordem par constituem 
uma subseqüência constante, Xn = O. f 


Exemplo 6. Seja a € R. Consideremos a seqüência (a, af, 
a,...,a™,...) das potências de a, com expoente n inteiro po- 
sitivo. Se a = 0 ou a = 1, tem-se evidentemente uma seqüência 
constante. Se 0 < a < 1, a sequência é decrescente, limitada. 
Com efeito, multiplicando ambos os membros da desigualdade 
a < 1 pelo número positivo a” obtemos at! < a”, logo a 
seqüência é decrescente. Como todos os seus termos são posi- 
tivos, temos O < a” < 1 para todo n. Consideremos agora o caso 
—] < a< 0. Então a sequência (a”) não é mais monótona (seus 
termos são alternadamente positivos e negativos) mas ainda é 
limitada pois la”) = la”, com 0 < |al<1. O caso a = — é 
trivial: a sequência (0”) é (—1,+1,-1,41,...). Quando a > 1 
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obtém-se uma sequência crescente: basta multiplicar ambos os 
membros desta desigualdade pelo número positivo q” para obter 
art! > a”, Mas agora temos «a=1 +h com h > 0. Logo, pela 
desigualdade de Bernoulli, a” > 1 +nh. Assim, dado qualquer 
número real b, podemos achar n tal que a” > b: basta tomar 


n > “a pois isto fornecerá sucessivamente nh > b— 1, 


1+nh > b, a” > b. Assim, quando a > 1, (an) é uma 
seqüência crescente ilimitada. Finalmente, quando a < —1, a 
sequência (a”) não é monótona (pois seus termos são alternada- 
mente positivos e negativos) e é ilimitada superior e inferior- 
mente. Com efeito, seus termos de ordem par, a?" = (a?)”, cons- 
tituem uma subsequência crescente, ilimitada superiormente, de 
números positivos, a saber, a sequência das potências do número 
a? > 1. Enquanto isso, seus termos de ordem ímpar constituem 
uma subsequência decrescente, ilimitada inferiormente, a saber, 


sequência a27+ = a(a?"). 


Exemplo 7. Dado a € R, com 0 < a < l, seja 


J= ant! 
Xn = l +a+. -+a = Dq Para todo n € N. A segiiência 
—a 
(x1,X2,...4Xn,-..) é crescente, pois xy = Xn +a™t!, Além dis- 


so, ela é limitada pois O < Xn < para todo n. Em particu- 


lar, tomando a = 1/2, obtemos 1+1/2+---4+1/2" = 2-5 <2 


para todo n € N. 


T—-a 


Exemplo 8. Uma segiência importante em Análise é a que 
tem como n-ésimo termo an = 1 + T + J ++ = Ela é 
nt. 


evidentemente crescente. Além disso, é limitada, pois 


1 1 1 
Bj 1 1 Sa RR ava mm A ta . 
an< + Roa +omi <3 para todo n E N 


Exemplo 9. Estreitamente relacionada com o exemplo acima é 
a sequência cujo n-ésimo termo é ba = (1 + 1/n)™. A fórmula 
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do binômio de Newton nos dá 


1 n 
de= (141) 
n 
— —1)...2:1 1 
Aana a O Do a e ana 
n 2! n2 n! n’ 


ou seja 


1 1 1 1 2 
mta (1-5) + (1-5) (1-2) ++ 
ta (1-5) (1-D (11-25). 
n! n n n 


Vemos ainda que cada bn é uma soma de parcelas positivas. Ca- 
da uma dessas parcelas cresce com n. Além disso, o número de 
parcelas também cresce com n. Logo a seqüência (bn) é cres- 
cente. Observamos ainda, pela última igualdade, que 
ba < an para todo n. Logo (bn) é uma seqüência limitada, 
com b, < 3 para n € N arbitrário. 


Exemplo 10. Tomemos x = 0, x2 = 1l e, para cada 
n = 1,2,3,..., ponhamos xXn+2 = = (Xn+Xn+1). A seqüência que 
se obtém é (0,1,1/2,3/4,5/8,11/16,21/32,...). Seus termos 
são definidos por indução: cada um deles, a partir do terceiro, 


é a média aritmética entre os dois termos anteriores. Ora, da- 


dos os números a, b, digamos com a < b, sua média aritmética 
a+b 


é o ponto médio do segmento de reta [a, b]. Logo obtém- 


se somando-se ao número a a metade da distância de a 


1 
a b, ou seja >(b— a), ou então subtraindo-se de b a mesma 
quantidade. Segue-se que os termos desta sequência são xy = 0, 
x2 =1, x=], x = 1— — =, xs =tł— -+--> 
2 3 2 4 3 + 7 5 3 + 1 8’ 
+ —, etc. Separando os termos de ordem 


2'4 8 Te 
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par dos de ordem ímpar, obtemos 


fica 1 1 
em Eataa rap OT Zig 
ES LS E R 

2 4 42 qn j? 


enquanto um cálculo análogo nos dará 


eg 1 Lam 1 
Xan No a" a decide : 


Assim, vemos que a sequência (xn) é limitada, com 0 < xn < 1. 
Seus termos de ordem par constituem uma subseqüência decres- 
cente e os de ordem ímpar uma subseqüênċia crescente. 


Exemplo 11. Seja xn = ym. Trata-se de uma sequência de 
números positivos, portanto limitada inferiormente. Vejamos se 


é monótona: para que seja yn > "Wn + 1 é necessário e sufi- 
n 


ciente que n"t! > (n+ 1)", isto é, que n > ([1+-— |. Isto de 
n 


n 
fato ocorre para todo n > 3, pois sabemos que {1 + 1) < 3, 
n 


seja qual for n. Assim concluímos que a seqüência dada por 
Yn é decrescente a partir do seu terceiro termo. Note-se que 
1<v2< 4/3, logo ela cresce em seus três primeiros passos, só 
então começando a decrescer. Assim (4) é limitada. 
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2 Limite de uma segiiência 


Intuitivamente, dizer que o número real a é limite da seguên- 
cia (xn) significa afirmar que, para valores muito grandes de n, 
os termos x, tornam-se e se mantêm tão próximos de a quanto 
se deseje. Com um pouco mais de precisão: estipulando-se um 
“erro” por meio de um número real € > 0, existe um índice no 
tal que todos os termos x, da sequência que têm índice n maior 
do que ny são valores aproximados de a com erro inferior a €. 
O índice no, evidentemente, deve depender de €, sendo de se 
esperar que, para valores cada vez menores de £, necessite-se 
tomar no cada vez maior. 

Isto nos leva à seguinte definição. 

Diz-se que o número real a é limite da segiência (xn) de 
números reais, e escreve-se a = limx,, ou a = lim, ou 


a = lim x, quando para cada número real € > 0, dado ar- 
nN— 00 


bitrariamente, for possível obter um inteiro no € N tal que 
Ixm — al < £, sempre que n > no. 
Em linguagem simbólica (conveniente no quadro-negro): 


Ve>0IneNn>m>|xn—al<E 


O símbolo: . =. significa que o que vem depois é definição 
do que vem antes; l 

Y significa “para todo”, ou “qualquer que seja”; 

J significa “existe”; 

significa “tal que”; 

> significa “implica”. 

Assim, a mensagem acima estenografada tem a seguinte tra- 
dução: 


“lim x, = a quer dizer (por definição) que, para todo número 
real € > 0, existe um número natural no tal que n > no implica 
An =al < e”. 
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O matemático inglês G. H. Hardy, um aficionado das com- 
petições esportivas, costumava dizer que, para bem entender a 
idéia de limite, deve-se pensar em dois competidores. Um deles, 
digamos, o mocinho, quer provar que lim x, = a, enquanto o ou- 
tro, digamos, o bandido, procura impedi-lo. O bandido fornece 
os épsilons (£) enquanto o mocinho trata de conseguir, para cada 
£ > 0 proposto como desafio, o no correspondente (isto é, no tal 
que n > no implique |x, — al < £). 

O mocinho ganhará o jogo (e ficará portanto estabelecido 
que limXn = a) se, para qualquer e > O exibido pelo seu ad- 
versário, ele for capaz de obter um no conveniente (isto é, tal que 
n > no >Ixm—al< e). Por outro lado, para que o bandido 
ganhe a parada, basta que ele consiga achar um número real 
E > 0 para o qual nenhum no que o mocinho venha a tentar, sir- 
va. (Ou seja, esse € deve ser tal que pata todo no exista n > ny 
com |xn— a) > e.) 

Voltando à falar sério, observamos que se limx, = a então 
qualquer intervalo (a— e, a+e€), de centro a e raio € > 0, contém 
todos os termos x, da sequência, com exceção no máximo de 
um número finito de índices n. Com efeito, dado o intervalo 
(a—- £a +c), como limx, = a, obtemos no € N tal que 
n>n>|xm-al<e. Ou seja, n> no > Xn € (a— cea +e). 
Assim, fora do intervalo (a — ca + €) só poderão estar, no 
máximo, Os termos X1,X2,...,Xno- 

Reciprocamente: se qualquer intervalo de centro a contém 
todos os Xn, salvo talvez para um número finito de índices n, 
então lim x, = a. Com efeito, dado qualquer £ >.0, o intervalo 
(a— e,a+e) conterá todos os x, exceto para um número finito 
de índices n. Seja no o maior índice n tal que x, É (a—e,a-+e). 
Então n > no >xmeE(a-ea+e), ou seja [xn — al < E. Isto 
prova que lim xn = q. 

Quando limxn = a, diz-se que a seqüência (Xn) converge 
para a, ou tende para a e escreve-se Xn — a. Uma seqüência 
que possui limite chama-se convergente. Do contrário, ela se 
chama divergente. Explicitamente, uma seqüência (Xn) diz-se 
divergente quando, para nenhum número real a, é verdade que 
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se tenha lim Xn = a. 


xn(n>n9) 
X1 X2 a-e a ate Xn 


Quando lim xp = a, fora de um intevalo (a-s, ate) 


estão no máximo os termos XJ a X290’ Xn 


Demonstraremos, agora, alguns resultados simples sobre li- 
mites, a fim de podermos analisar inteligentemente os exemplos 
que virão logo a seguir. 

Em primeiro lugar, mostraremos que uma sequência não pode 
possuir dois limites distintos. 


Teorema 1. (Unicidade do limite). Se lim xn = a elimx, = b 
então a = b. 


Demonstração. Seja limxn = a. Dado qualquer número real 


b Æ a, mostraremos que não se tem limx, = b. Para isso, 


|b- al ; 
tomemos € = - Vemos que £ > 0 e notamos ainda que 


os intervalos (a — £,a + £) e (b — e,b + £) são disjuntos. (Se 
existisse x € (a — £,a + £) N (b — £, b + £) teríamos ja — x| < € 
e |x— b| < £, donde |a — b| < ja — x| + |x — b| < 2e = ja — bl, 
um absurdo.) Ora, como limx, = a, existe no € N tal que 
n > no > Xn E (a—e,a+ c) e, portanto, Xn É (b — £, b + £) 
para todo n > no. Logo não é lim xn = b. 


Teorema 2. Se limx, = a então toda subseqüência de (xn) 


converge para o limite a. 


Demonstração. Seja (Xn,,Xn2,-:-» Xn,... ) uma subseqüência 
de (xn). Dado £>0, existe no€N tal que n>no> x, — al<e. Co- 
mo os índices da subsequência formam um subconjunto infinito, 


110 [CAP. IV: SEQUÊNCIAS E SÉRIES DE NÚMEROS REAIS 


existe entre eles um ni, >No. Então n;>n, >4>no>|xn,—al<e. 
Logo lim Xn, = a. 


Corolário. Se lim x, = a então, para todo k € N, lim x, k=a. 
ns oo n500 


Com efeito, (Xi X2+k-.s Xnko-..) é uma subsegiência de 
(xn). 

Exprime-se o corolário acima dizendo que o limite de uma 
seqüência não se altera quando dela se omite um número finito 
de termos. Na realidade, o Teorema 2 diz que o limite se mantém, 
mesmo que se desprezem termos em número infinito (desde que 
se conserve uma infinidade de índices, de modo a restar ainda 
uma subseqüência). É útil (e óbvio) o fato de que se (Xn.k)neN 
converge, então (xn)nen também converge. 


Observação: Há duas aplicações especialmente úteis dos Teo- 
remas 1 e 2 (conjuntamente). Uma delas é para mostrar que 
uma certa sequência (xn) não converge: basta obter duas sub- 
sequências de (xn) com limites distintos. A outra é para deter- 
minar o limite de uma sequência (xn) que, a priori, se sabe que 
converge: basta determinar o limite de alguma subsegiiência. 
Ele será o limite procurado. Veremos situações como estas nos 
Exemplos 13 e 14. 


Teorema 3. Toda segiência convergente é limitada. 


Demonstração. Seja a = limxn. Então, tomando e = 1, ve- 
mos que existe No € N tal que n > no > Xn € (a— 1,a +1). 
Consideremos o conjunto finito F = (xy,x2,...,Xn, 4— 1,0 +1}. 
Sejam c o menor e d o maior elemento de F. Então todos os 
termos x, da sequência estão contidos no intervalo [c, d]; logo a 
sequência é limitada. 


Observações: 1. A recíproca é falsa: a sequência (0,1,0,1,...) 
é limitada mas não é convergente porque possui duas subseqüên- 


cias que convergem para limites diferentes, a saber, (0,0,0,...) 
e (1,1,1,...). 
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2. Basta então verificar que uma seqüência não é limitada para 
concluir que ela não converge. 

A proposição seguinte nos fornece um “critério de conver- 
gência”, isto é, nos permite concluir que uma seqüência (xn) 
converge, mesmo sem conhecermos, a priori, o seu limite. 

Além de sua importância, tanto teórica como prática, o teore- 
ma abaixo teve um papel histórico relevante. Foi tentando prová- 
lo “de maneira puramente aritmética” que Dedekind (1858) ve- 
rificou a impossibilidade de fazê-lo sem antes possuir uma teoria 
matemática satisfatória dos números reais. Isto o motivou a 
construir os números reais através dos “cortes” que hoje têm o 
seu nome. (Veja [Dedekind].) 


Teorema 4. Toda segiência monótona limitada é convergente. 


Demonstração. Para fixar as idéias, seja (x) <x2<...<Xn<...) 
uma sequência não-decrescente limitada. Tomemos a = sup 
{xn n =1,2,...). Afirmamos que a = limx,. Com efeito, dado 
qualquer € > 0, como a — € < a, o número a — £ não é cota 
superior do conjunto dos xn. Logo existe algum no €E N tal que 
a—e < Xn. Como a segiência é monótona, n > No => Xno < Xn’ 
e, portanto, a — e < Xn. Como x, < a para todo n, vemos que 
n>n>a-e<x<a-+e. Assim, temos de fato lim x, = a, 
como queríamos demonstrar. 


Observação: Se (xn) fosse não-crescente, teríamos 
limxn = inf {xn; n =1,2,...} 


Corolário. Se uma següência monótona (Xn) possui uma sub- 
seqüência convergente, então (Xn) é convergente. 

Com efeito, neste caso a sequência monótona (xn) é limitada 
porque possui uma subsequência limitada. 


Exemplos. Antes de apresentar exemplos novos, reexaminare- 
mos os dez anteriores, do ponto de vista de convergência. 


1. Toda sequência constante (a,a,...,a,... ) éevidentemente 
convergente e tem limite a. Em particular, lim 1 = 1. 
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. A segiência (1,2,3,...,n,...) não converge porque não é 
limitada. 


. A segiência (1,0,1,0,...) é divergente, pois admite duas 
subsequências (constantes) que convergem para limites dife- 
rentes. 


. Temos lim — = 0. Com efeito, dado € > O arbitrário, 
n= TL 


1 

podemos obter no € N tal que no > E Então 
1 1 i 1 

n >n > — < — <s, ou seja, n > no >|- 0l <e. 
1 To n 


. À seqüência (1,0,2,0,3,0,...) não é convergente porque 
é ilimitada. Note-se que ela possui uma subseqüência con- 
vergente. 


. Quando a = 0 ou a = 1, a seqüência (a”) é constante, 
logo converge trivialmente. Quando a = —1, a sequência 
(a™) diverge pois é igual a (—1,+1,—1,+1,...). Quando 
a > 1, a mesma seqüência é monótona crescente e ilimi- 
tada, logo é divergente. Quando a < —1, a segiiência é 
divergente por ser ilimitada. Seja agora 0 < a < 1. Então 
a seqüência (a, aĉ, aê,...) é monótona (decrescente) limi- 
tada; logo, converge. Afirmamos que dim, a” = 0 (quando 


f 1 i 
O <ax< 1). Com efeito, dado € > 0, como — > 1, as 
i a 
potências de — formam uma seqüência crescente ilimitada. 


: TRE =] 
Logo existe no € N tal que n > no > (=) > —, Ou seja, 
a € 


1 E 7 . 
ar > E isto é, a™ < e. Assim, n > no > le — 90| <£, 0 
que mostra ser lim a” = 0. Finalmente, se —} < a < 0, 
E ni— oo 
afirmamos que ainda se tem lim q” = 0. Com efeito, 
n> 


temos 0 < ja] < 1. Logo O = lim |a = lim Ja”|. Segue- 
n00 n00 


se que lim a” = 0, em virtude da seguinte observação: 
nao É 
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limxn = 0 & lim|xn| = 0. (A veracidade da observação é 
trivial. Basta usar a definição de limite.) 


7. Se 0 < a < 7, a seqüência cujo n-ésimo termo é 
xn = 1 +a +a +- +a é crescente e limitada, logo 


i 1 
converge. Afirmamos que lim Xn = - Com efeito, 
noo 1-a F 
Ie ant! 1 ant! 
temos Xn = ———, logo |Xn — |= . Da- 
l-a I-—-a l-a 


do £ > O podemos, em virtude do exemplo anterior, obter 


no E€ N tal que n > no > qt! < ef] — a). Segue-se que 
n+l a 1 
z pj < e, ou seja |Xn — ESA < e. Logo 


n > no > 


1 

limx = ER como queríamos demonstrar. Se vale ape- 
— q 

nas O < jal < 1, a sequência (xn) pode não ser monótona 


mas ainda se tem limx = , pelo argumento acima. 
a 


Ta 

8. e9. As seqüências (an) e (bn), sendo monótonas limitadas, 
são convergentes. Seja e = lim an. Mostraremos logo mais 
(Exemplo 16) que se tem também e = lim ba. (O número 
e, base dos logaritmos naturais, é uma das constantes mais 
ubíquas na Análise Matemática.) 


10. Neste exemplo, os termos de ordem ímpar constituem uma 
sequência crescente limitada. É 


4 42 4n—] 


aa 


2 2 [1NF 1 
esta - Como O <7 <b 
segue-se do Exemplo 6 que, dado e > O arbitrariamente, 


1 1/1 1 
Xm =3 ar sro A = 


Vemos que |x2zn+1 — 


podemos obter no tal que n > no > (a) < e. Com 
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11. 
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314 


|x2n-1 — 3! <e. Assim lim x2n-1 = 
n-500 


2/0” . 
maior razão, > no > 5 (a) < e ou seja, n > no => 
3 


Analogamente, os termos de índice par formam uma sub- 
sequência decrescente limitada, 


ema [54 (5) cos (6) 
-a CERON -2-4 h- (7; 


4 2 2 4 1N" 
Como 2—7 =3) vemos que lx2n—3] =3 (a) . Segue-se 


, . 2 . . 
daí que lim xn = 3º Verificamos assim que os termos de 
ordem par e os termos de ordem ímpar da sequência (Xn) 


formam duas subsequências que têm o mesmo limite —- 


3 


2 
Deve resultar disto que limx, = 3º De fato, dado E > 0, 
2 
existem ny, n2 € N tais que n > n4, n par > Ixn=3l <E 


2 
en >m, n ímpar > |xn — 3 < e. Seja no o maior 


dos dois números nų , nz, isto é, no = max{n;, n2}. Então 
n >m >n > men >n. Logo, quer n seja par quer 


seja ímpar, tem-se |Xn — 3! < E para todo n > no. 


Como, a partir do seu terceiro termo, a seqüência (4/7) é 
decrescente, segue-se que existe a = lim yn. Mostraremos 
logo mais (Exemplo 14) que a = 1. 
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3 Propriedades aritméticas dos limites 


Veremos agora como se comportam os limites de sequências 
relativamente às operações (soma, multiplicação, divisão, etc.) e 
às desigualdades. 


Teorema 5. Se limx, = O e (yn) é uma segiiência limitada, 
então lim Xn - Un = O (mesmo que não exista lim yn). 


Demonstração. Existe c > O tal que lyn] < c para todo 
n E N. Dado € > 0, como limxn = 0, podemos encontrar 


E 
no E N tal que n > no > [xn] < Z: Logo, n > no = [Xn : Ynl = 


E€ 
Xal Yanl < TYEE Isto mostra que Xn ` Un — 0. 


sen(nx) 
n 


Exemplo 12. Qualquer que seja xER, temos lim =0. 
n= 


sen(nx) 


1 
Com efeito = sen(nx) ar com |sen(nx)| < 1e E 50. 


Antes de demonstrar o teorema abaixo, observemos o seguinte: 
quando limyn = b, com b 0, então, salvo um número fini- 
to de índices n, tem-se yn É O. Com efeito, sendo b Æ O, 
podemos tomar um intervalo {b — £, b + £) de centro b tal que 
0 ¢ (b—-e,b+e). (Basta tomar e = |b|.) Então existe no € N 
tal que n > no > Yn E (b — £, b + e), isto é, n > No => yn #0. 


R ; T S 
No item 3 do teorema abaixo, para formar a seqüência , 

. . 2 . . n 
limitamo-nos aos índices n suficientemente grandes de modo que 


Yn Æ 0. 


Teorema 6. Selimx, = a elimy, = b, então 
1. lim{(xn + Yn) =a+4+b; lim(xn—Yn)=a-—b; 


2. lim{xn Yn) =a- b; 


3: im (52) =F seb #0. 


n 
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Demonstração. 1. Dado £ > 0 existem nı e nz em N tais 
que n > n; > Xn- al < 5 en>msly,—b]< T Seja 
no = max{n, n2}. Então n > no > n > n en >n. Logo 
n > no implica: 


(xn + Un) — (a+ b)| = Im — a) + (Un — b) < 


€ € 
Sbn-al+in-bl<s+5 


25 + 


Isto prova que lim(x, + Un) = a+b. O caso da diferença 
Xn — Un se trata do mesmo modo. 


2. Temos XnYn — ab = XnYn — Xnb + Xnb — ab =x(yn — b) + 
(xn — a)b. Ora, (xn) é uma sequência limitada (Teorema 3) e 
lim(yn — b) = 0. Logo, pelo Teorema 5, limbx(y, — b)] = 0. 
Por motivo semelhante, liml(x, — a)b] = 0. Assim, pela parte 
1, já demonstrada, temos lim(x yu, — ab) = limbx, (un — b)] + 
liml(x, — a)b] = 0, donde lim x,y, = ab. 


3. Em primeiro lugar, notemos que, como ynb — b2, existe 


b : 
no € N tal que n > no > Yynb > z’ (Basta tomar € = -> e 


achar o no correspondente.) Segue-se que, para todo n > no, 


é um número (positivo) inferior a pi Logo, a segiência 


Ynb 
(=) é limitada. Ora, temos 
Ynb 
Xn a  bXxn— ayn 1 
i S e = (bin — ayn) 
ga b ud Tl W 


Como lim (bxn—ayn)=ab—ab=0, segue-se do Teorema 5 que 
noo 


a x a 
lim (= — £) = 0, e portanto lim = —. 
Un b n b 


Observação: E claro que resultados análogos aos itens 1 e 2, 
do Teorema 6, valem ainda para três, quatro ou um número 
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finito qualquer de sequências. Por exemplo, se limx, = q, 

limyn = b e limzn = centãolim(x +yuntzn)=ar+b+e 
e lim{Xn «Un Zn) = abc. Mas deve-se tomar o cuidado de não 
tentar aplicar o teorema para certas somas (ou produtos} em 
que o número de parcelas (ou fatores) é variável e cresce acima 


1 1 1 
de qualquer limite. Por exemplo, seja Sn = E +>— + +— 


n 
(n parcelas). Então sn = 1 donde lim sp = 1. Por outro lado, 


cada parcela — tem limite zero. Uma aplicação descuidada do 
Teorema 6 levaria ao absurdo de concluir que 


M 
is ia EE EE EE E EE 
n n -n 


Exemplo 13. Examinemos a seqüência de números reais posi- 
tivos Xn = ya = a!” onde a > 0. Ela é decrescente se a > 1 
e crescente se O < a < 1, sendo limitada em qualquer hipótese. 


Existe portanto | = lim a^“, Podemos garantir que l > 0. 
E n—oo 


(Com efeito, se 0 < a < 1, então l = sup{a'™;n € N} > a. Se 
for a > 1 então a!” > 1, para todo n, logo l = inf a! > 1.) 
Afirmamos que se tem lima!” = 1. Para provar isto, consi- 
deramos a subseqüência (a!/MM+) = (a12, a6, a™?!2,...). 0 
Teorema 2 e o item 2 do Teorema 6 nos dão 


nint) 1 1/n-1/{n+1) | aro 
= oi E E 
l= lima = lima = lim yR 
= lim a!/m Aa =] 
-maem 215) 
Exemplo 14. Mostremos agora que lim %7 = limn! = 1. 


Sabemos que este limite existe porque a seqüência é monótona 
decrescente a partir do seu terceiro termo. Escrevendo l = 
limn!^, vemos que l = inffn!”;n € N}. Como n!” > 1 para 
todo n € N, temos 1 > 1. Em particular, l > 0. Considerando a 
subseqüência (2n)!/2", temos 


É es lim[(2n) 7 = lim[(2 nt = lim[2/m . n!/m] 


=lim2'" tmn = 
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Como L0, de P? = l concluímos l = 1. 


Exemplo 15. Em relação ao limite de m , vejamos o que pode 


n 
acontecer quando limyn = O. Façamos, então, esta hipótese. 


: ; cus q Km ara 
Se, ainda assim, existir lim — , (ou pelo menos a seqüência 
n 


(=) for limitada) deve-se ter necessariamente lim xn = 0, pois 
yY 


x 
ža = (=) Yn. Em outras palavras, quando limyn = 0 ea 


n 


ET ; ER : x cs 
sequência (xn) diverge ou tem limite Æ 0, o quociente > não 
Un 
converge (nem sequer mantém-se limitado). Suponhamos ago- 


ra que lim x, = limy, = 0. Neste caso, o quociente Š pode 
n 


ter limite ou não. Por exemplo, se Xn = = e Yn = — então 
an 


. Xn (— 1)” 1 5 E 
lim — = a. Mas sex = eu =-. então L=(-1M 
m Xn reto (IP, 
log: X E Xn 
ogo não existe lim — - 

Un 


Teorema 7. (Permanência do sinal). Selimx, = a > 0, existe 
no E N tal que n > no => Xn >Q. (Se uma seqüência tem limite 
positivo, a partir de uma certa ordem todos os seus termos são 
positivos.) 


Demonstração. Seja e = a/2 > 0. Então (a -eca+e) = 
(a/2,30/2). Existe no € N tal que n > no > xn E (a72, 3a/2), 
ou seja Xn > a/2. Assim n > no > Xn >Q. 


Observação: Da mesma maneira prova-se que se lim x,=b<0 
então, a partir de uma certa ordem, todos os termos x, são 
negativos. 


Corolário 1. Sejam (xn) e (Un) segúências convergentes. Se 
Xn < Yn para todo n E N então limx, < myn. 
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Com efeito, se fosse limx > limyn, então teríamos 
0 < limx — lim yn = lim(x, — un) e, daí, teríamos x, — Yn > Ô 
para todo n suficientemente grande. 


Observação: Mesmo supondo x, < Yn, para todo n, não se 
pode garantir que E < limyn. Por exemplo, O < 1/n, mas 
lim1/n =0. 


Corolário 2. Seja (xn) convergente. Se xn > a para todo n, 
então limx, > a. - 


Teorema 8. Sejam Xn < Zn < Yn para todon € N. Se 
lim xn = limy, = a então mzn = 4a. 


Demonstração. Dado £>0 arbitrariamente, existem 
nı E€ N e m E N tais que n > n) >x€E(a-sa-+e)e 
n >m > yn E(a— sc a+ ce). Pondo no = max{n;, nz}, vemos 
que n > no implica a — € < Xn Ê Zn < Yn < a +c, donde 
imz =a. 


Exemplo 16. Voltando aos Exemplos 8 e 9, mostraremos agora 
que se tem liman = limb, = e. Em primeiro lugar, como 
ban < an para todo n, obtemos logo lim bn < lim an. Por outro 
lado, fixando arbitrariamente p € N, temos, para todo n > p,’ 


ESE e E E a e e AE 
2! n 3! n n . 
OG] 
p! n n n 


Fazendo n — oo (e mantendo p fixo) na desigualdade acima, 

o segundo membro tende para o limite ap. O Corolário 1 do 

Teorema 7, então, nos dá lim bn > ap para todo p. Novamente 
ni— oo 


a mesma proposição nos permite concluir que lim bn > lim ap. 
ni oo p>00 


Enfim, obtemos 


1 n 
e= lim (1+-|) = lim EEA EREA ( 
n=O n noo 11 2 n! 
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4 Subseqiências 


A definição de limite pode ser reformulada assim: o número 
real a é o limite da sequência x = (Xn) se, e somente se, para 
todo £ > 0, o conjunto 


x'(a-sa+r+eJ=(neNxme(a-ea-+e)) 


tem complementar finito em N. Sabemos que isto equivale a 
dizer que existe no € N tal que n > no > xn € (a— ca + E). 

Mostraremos agora que a € R é limite de uma subseqüência 
de (Xn) se e somente se, para todo £ > 0, o conjunto 


x (a—e,a+e)={n E€ N;x E (a— e, a +e)} 


é um subconjunto infinito de N. E-claro que se um subconjunto 
de N possui complementar finito ele é um subconunto infinito, 
mas a recíproca é falsa. 


Teorema 9. A fim de quea E R seja limite de uma subsegiência - 
de (xn) é necessário e suficiente que, para todo £ > 0, exista uma 
infinidade de índices n tais que Xn E(a—e,a-+e). 


Demonstração. Em primeiro lugar, a condição é necessária. 

Com efeito, seja N’ = {m < na <- <n <...} CN tal 

que a = lim Xn. Então, para cada e > O existe tọ € N tal que 
nEeN’ 


i > io > Xn E (a—ea+e). Como existe uma infinidade 
de índices i > ip, segue-se que existem infinitos n; € N tais 
que Xn, E (a— e a+e). Reciprocamente, suponhamos que, 
para cada £>0, o conjunto (neN;x,e(a-—, a+e)} seja infinito. 
Tomando sucessivamente e = 1,1/2,1/3,... vamos obter um 
conjunto Nº = (ny <n7<- < m < ...} tal que 
a = lim xn. Com efeito, seja nı € N tal que xn, E (a—1, a+1). 
Supondo, por indução, que ny; < Nz < -+ - < Tu foram definidos 
de modo que Xn, € (a — 1/2,a + 1/2), xn € (a — 1/3, 


a+1/3),...,xm E (a—1/i, a+1/i), observamos que o conjunto 
1 1- 
e N; — —, — é infini é 
fr Xn E (a IFI at =) é infinito, logo contém 
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algum inteiro n;y maior do que n1, n2, ..., Tu. Isto completa a 
definição indutiva de N’ = (ny, < nma < -< m < ...} Como 


Xn — al < 7 para todo i € N, temos lim xn, = a, ou seja, 


lim xn =a. Vemos que a é limite de uma subseqüência de (xn). 
neEN' 
A condição é, pois suficiente. 


Um número real a chama-se valor de aderência de uma se- 
qüência (xn) quando a é limite de alguma subsegiência de (xn). 

Lembrando que um subconjunto de N é infinito se, e somente 
se, é ilimitado, o Teorema 9 nos diz que a € R é valor de ade- 
rência de (Xn) se, e somente se, para todo £ > 0 e todo no E N 
existir n € N tal que n > no ex, E (a—£, ae). Isto se exprime 
em linguagem comum dizendo-se que a é valor de aderência de 
(xn) se, e somente se, todo intervalo aberto de centro a contém 
termos Xn com índices arbitrariamente grandes. Por outro lado, 
a = limx, significa que qualquer intervalo aberto de centro a 
contém todos os termos xn com índices suficientemente grandes. 


2 


Exemplo 17. Se limx, = a então a é valor de aderência 
de (xn) e, pelo Teorema 2, a é o único valor de aderência de 
(xn). A segiência (0,1,0,2,0,3,...) tem O como seu único 
valor de aderência, embora não seja convergente. A segiiência 
(0,1,0,1,0,...) tem como valores de aderência O e 1. Qualquer 
que seja o número real a, existem infinitos números racionais no 
intervalo (a — e a + £). Segue-se então do Teorema 9 que, da- 
da uma enumeração arbitrária (Tj,72,...,Tn,-.. ) dos números 
racionais, todo número real é valor de aderência da seqüência 
(rn). Seja xn = n. À segiência (xn) não possui' valores de 
aderência. 

Seja agora (xn) uma segiiência limitada de números reais. 
Mostraremos que o conjunto dos valores de aderência de {xn ) não 
é vazio, que entre eles existe um que é o menor de todos e outro 
que é o maior, e que a sequência converge se, e somente se, possui 
apenas um valor de aderência. Num sentido natural, o maior e 
o menor valor de aderência são generalizações do limite para o 
caso de sequências limitadas que podem não ser convergentes. 
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Passemos à discussão formal. 

Seja (xn) uma sequência limitada; digamos, com & < Xn < B 
para todo n € N. Escrevamos Xn = (Xn,Xn+1,-..). Temos 
le, B] D X1 D X2 D- DX D... Logo, pondo an = inf Xn e 
ba = sup Xn , vem 

«a<msms< Llan Le <h<<b<bs<B. 


Existem, portanto, os limites 
a = lim dan = sup an = supinf Xn, 
n 
b = lim bn = inf ba = inf sup Xn . 
Escreveremos a = liminfx,, b = limsup xn, diremos que 
a é o limite inferior e que b é o limite superior da sequência 


(xn). Tem-se evidentemente 


liminf xn < lim sup xn. 


1 1 
Exemplo 18. Sejam xn1=—— e Xm = l + — 

n 4" 
Verifica-se sem dificuldade que inf X5n 2 = infXm-1 = e 


1 a o ; 
sup X2n-1—sup X2n = 1+—. Logo lim inf xn = 0 e lim sup xn = 1. 
Estes são, aliás, os dois únicos valores de aderência da seqüência 
(xn). 


Teorema 10. Seja (xn) uma seqüência limitada. Então lim inf x, 
é o menor valor de aderência e limsupx, é o maior valor de 
aderência de (xn). 


Demonstração. Provemos inicialmente que a = limsupx, é 
valor de aderência de (x,). Para isto, usaremos o Teorema 9. 
Dados arbitrariamente € > 0 e no € N, mostraremos que existe 
n € N tal qqen>nexme(a-ea+e). Como a.= liman, 
existe nı > No tal que a—E€ < an, <a+e. Como an, = inf Xn; , 
segue-se da última desigualdade que a + e (sendo maior do que 
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an) não é cota inferior de Xn,. Logo existe n > ny tal que 
an, L Xn <a +e. Isto nos dá n > no com a— E< Xn <a+e, 
como queríamos. Mostremos, agora, que nenhum número c< a 
pode ser valor de aderência de (xn). Ora, como a = lima, 
segue-se dec < a que existe no € N tal que c < a <a. 
Como an, = inf Xn,, concluímos que n > no = € < a S Xn- 
Pondo € = an, — C, vemos que c +E = An, logo o intervalo 
(c — e,c+ £) não contém termo x, algum com n > no. Isto 
exclui a possibilidade de c ser valor de aderência de (xn). A 
demonstração para lim sup se faz de modo semelhante. 


Corolário 1. Toda seqüência limitada de números reais possui 
uma subsegiiência convergente. 

Com efeito, sendo a = limsupx, um valor de aderência, 
alguma subsegiiência de (xn) converge para a. 


Corolário 2. Uma segiência limitada de números reais (xn) é 


convergente se, e somente se, liminfx, = limsup xn , isto é, se, 
e somente se, possui um único valor de aderência. 


Com efeito, se a seqiiência (Xn) é convergente então 
liminf xn = limsupx, = limx. Reciprocamente, suponhamos 
liminfxn = limsupx, = a. Na notação acima, temos 
a = liman = limba. Dado portanto € > O, existe no E N 
tal que a— € < a, <a < bn < a+e. Ora, n > n implica 
Ano < Xn <br. Logò, n > no > a—e < Xn < a+ e, portanto 
limxn =a. 

Dada uma seqüência limitada (xn), sejam a = liminfx, e 
b = lim sup xn . Existem subseqüências de (xn ) convergindo para 
a e para b, mas não para um valor menor do que a nem maior 


do que b. Se a = lim Xn , à subseqüência (Xn )nen: pode possuir 
nE j 


uma infinidade de termos menores do que a. Mas, dado um 
número qualquer menor do que a, digamos, a — £, (com € > 0) 
não pode existir uma infinidade de índices n tais que Xn < a— €, 
pois, neste caso, esses índices originariam uma subseqüência de 
(xn), a qual possuiria um valor de aderência c < a— £, o que 
seria absurdo. Logo, para todo € > O existe n; € N tal que 
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n >n > a-e< x. Analogamente, para todo e > O existe 
m € N tal que n > n? > x < b +e. Em outras palavras, dado 
qualquer intervalo aberto (a — £, b + £) contendo o intervalo 
[a,b], existe no € N (tome no = max{nı, n2}) tal que n > 
no > a—eE < Xn < b +e. Evidentemente, esta propriedade 
somente não basta para caracterizar os números a = liminfx, 
e b = limsup xn: se todos os termos x da sequência estiverem 
contidos num intervalo lx, B] então a— € < x < B +€ para 
quaisquer n € Ne e > 0. Mas [a,b] é o menor intervalo que 
cumpre a condição acima, conforme nos ensina o 


Teorema 11. Sejam a =liminfx, eb = limsup xn , onde (xn) 
é uma segúência limitada. Dado qualquer e > 0, eriste no E N 
tal que n > no > a—E< Xn <b+e. Além disso, a é o maior 
e b é o menor número com esta propriedade. 


Demonstração. A primeira afirmação já foi provada acima. 
Suponhamos agora que a” seja um número maior do que a. 
Tomando £ = (a'— a)/2 temos at € = a' — e. Como a é 
valor de aderência de (xn), existe uma infinidade de índices n 
tais que a— £ < a + £, e, portanto, x < a'— E. Logo nenhum 
número a’ > a goza da propriedade acima estipulada. Do mes- 
mo modo se mostra que se b’ < b então existe e > O tal que 
infinitos valores de n cumprem a condição b' +€ < Xn. Isto 
conclui a demonstração. 


Corolário 1. Sec < liminfxn então eriste nı € N tal que 
n > n >c < Xn. Analogamente, se limsupXn < d então 
existe n2 EN tal que xn < d para todo n > n2. 


Com efeito, sendo a = liminfxn, c< a significa c = a — £, 
com € > 0. Do mesmo modo se argumenta com lim sup. 


Corolário 2. Dada uma seqüência limitada {Xn), sejam a e b 
`- números reais com as seguintes propriedades: se c < a então 
eriste nı € N tal que n > nm > c < xn; seb < d então 
existe nz E N tal que n > n => Xn < d. Nestas condições, 
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a < liminf xn elmsupx, < b. 


Os Corolários 1 e 2 apenas repetem, com outras palavras, as 
afirmações contidas no Teorema 11. 


Apêndice ao 84 


O Corolário 1 do Teorema 10, por sua importância, merece 
uma demonstração direta. Uma alternativa razoável é provar 
que toda segiência possui uma subsegiência monótona (veja 
o roteiro no Exercício 15 deste capítulo) e em seguida usar o 
Teorema 4. Outra possibilidade é a que apresentamos agora. 

Toda segiência limitada de números reais possui uma sub- 
sequência convergente. 


Demonstração. Seja (Xn) uma seqüência, digamos com 
Xn E€ la,b] para todo n. Consideremos o conjunto A = {t € R; 
t < x, para uma infinidade de índices n}. Como a < xn < b 
para todo n € N, segue-se que a € À e que nenhum elemento 
de A pode ser maior do que b. Assim, A é não-vazio e limitado 
superiormente. Existe, portanto, c = sup A. Para todo E > 0, 
existe t € A com c — e < t, logo há uma infinidade de índices 
n tais que c — € < Xn. Por outro lado, como c + £ É À, existe 
apenas um número finito de índices n com c te < Xn. Con- 
cluímos então que, para uma infinidade de valores de n, temos 
C— E< Xn <c+e. Segue-se do Teorema 9 que c é limite de 
uma subsequência de (xn). 


O leitor notará que, na demonstração acima, tem-se 
c = limsup Xn. 


à Seqüências de Cauchy 


Já salientamos a importância do Teorema 4 (“toda seqüência 
monótona limitada é convergente”), que nos permite saber, em 
certos casos, que uma sequência possui limite, mesmo sem conhe- 
cermos o valor desse limite. Mas é claro que muitas seqüências 
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convergentes não são monótonas, de modo que aquele critério 
de convergência não é o mais geral possível. Veremos agora o 
critério de Cauchy, que nos dará uma condição, não somente 
suficiente mas também necessária, para a convergência de uma 
sequência de números reais. 

Seja (xn) uma segiiência de números reais. Ela se chama uma 
segiência de Cauchy quando cumpre a seguinte condição: 


- — dado arbitrariamente um número real € > 0, pode-se obter 
no EN tal que m > no en > no implica |xm — Xn] < e. 


A fim de que (xn) seja uma seqüência de Cauchy, exige-se 
que seus termos Xm, Xn ,. para valores suficientemente grandes 
dos índices m, n, se aproximem arbitrariamente uns dos ou- 
tros. Compare-se com a definição de limite, onde se exige que 
os termos Xn se aproximem arbitrariamente de um número real 
a dado a priori. Aqui se impõe uma condição apenas sobre os 
termos da própria seqüência. 


Teorema 12. Toda segriência convergente é de Cauchy. 


Demonstração. Seja limx, = a. Dado arbitrariamente £ > 0, 


: E 
existe no € N tal que m > mo > Ixm— al < 7en> mw => 
e ; 
Ixn— al < 7 Logo m,n > no => [xm — xnl < Ixm— al+|xn— al < 


E. E PRS 
=>+> = g, o que mostra ser (xn) uma seqüência de Cauchy. 


intuitivamente: se limxn = a então, para valores grandes 
de n, os termos Xn se aproximam de a. Neste caso, eles devem 
necessariamente aproximar-se uns dos outros. 

Passaremos agora à demonstração da recíproca do Teorema 
12, que é o resultado principal desta seção. As duas proposições 
seguintes são enunciadas como lemas porque estão contidas no 
Teorema 13. 


Lema 1. Toda segiência de Cauchy é limitada. 


Demonstração. Seja (xn) uma segiiência de Cauchy. Tomando 
e = 1], obtemos No E N tal que m,n > no > Ixm—x]< 1.. 
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Em particular, n > No > |Xno—Xn] < 1, ou seja, n > No => Xn E 
(xno — 1,Xno + 1). Sejam « o menor e 8 o maior elemento do 
conjunto X = (xX1,X2,...,Xno-1,Xno+1). Então x, E le, B] para 
cada n € N, logo (xn) é limitada. 


Lema 2. Se uma seqüência de Cauchy (xn) possui uma sub- 
seqüência convergindo para a E R então lim xn = a. 


Demonstração. Dado € > 0, existe no € N tal que 
E 

mn > no > [xm — Xh < > Existe também (veja o 

Teorema 9) nm) > no tal que |x,, — aļ < €/2. Portanto, 


E E€ 
n > no >bn-ad<Sbm-xtba-a<s+5=e 
Isto mostra que lim xn = a. 


Teorema 13. Toda seqüência de Cauchy de números reais é 
convergente. ' 


Demonstração. Seja (xn) uma sequência de Cauchy. Pelo Lema 
1, ela é limitada. Logo (Corolário 1 do Teorema 10) possui uma 
subseguência convergente. Segue do Lema 2 que (xn) converge. 


Exemplo 19. (Método das aproximações sucessivas). Seja 
O < A < 7. Suponhamos que a sequência (xn) seja tal que 
|Xm4+2 — Xn+1] < Alxn4y1 — Xnl para todo n E N. Afirmamos que 
(Xn) é uma seguência de Cauchy, e, portanto, converge. Com 
efeito, temos |x3 — x2| < Alxz — xıl, [x4 — x3l < AZ — xıl, e, 
em geral, |Xn+1 — Xn| < A™!|x2 — xı] para todo n € N. Segue-se 
que, para n, p € N arbitrários, vale 


[xn+p — Xn] < [Xn+p = Xntp-| + eee + Ka — xa] 
ENE LR ni — xal 
=p 2 pr bol 

1-AP Ano 


- [x2 — xıl < 


=A% !. 
1—À 1—-A 


-x2 — xıl. 
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n—1 ; 
No [x2 — x1] = 0, segue-se que, para qualquer 


Como lim 
n— 00 = 
n—] 


£ > 0 dado, existe n9€N tal que n > no > 0 < TA 


Daí resulta que m,n > no > Ixm — Xn} < e. (Pois podemos 
sempre supor m > n e escrever Mm = Nn +p.) 


[x2—x1 |<e. 


Aplicação. (Aproximações sucessivas da raiz quadrada). Seja 

a > 0. Definiremos uma segiência (xn) tomando x, =c > 0 
a 

arbitrariamente e pondo Xn+1 = 5 Xn F =) . Se conseguirmos 
L 

provar que existe b = lim x, e b £ 0, deve ser necessariamente 

b = ya. De fato, fazendo n — oo na igualdade que define xn+ 


1 
em função de xn, obtemos b = 5 (b + =), ou seja b = z e 


portanto b? = a. Antes vejamos um resultado que nos será útil. 


1 
Lema. Para todo x > Q, tem-se — (x+ =) > Z 
- 2 x 


2 
Demonstração. Multiplicando ambos os membros dessa de- 
sigualdade por 2 e elevando-a ao quadrado, vemos que ela é 
equivalente a x? + 2a + x?/a? > 2a, o que é óbvio. 


a 
Segue-se do lema que, para todo n > 1, temos x, > 7 
a 
Portanto, Xn: x > > seja, >———— < 1 tod 
O O, Xn * Xn zm EE < | para todo 


n > l. Usaremos este fato para mostrar que a sequência (xn) 


cumpre a condição |xn,2—Xn+1] < = Ixn41 —Xn|] para todon > 1. 


Decorrerá então, do Exemplo 19, que existe b = lim x, e, como 


a 
Xn > (5 para todo n > 1, teremos b Æ 0. Ora, é claro que 


= o EN afl 1 
Xn+2 — Xħ+1 = 2 KH — Xn 7 — — 
1 


a XKn—X 
tu a) de eres, 
2 Xn * Xn+] 


N 
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Logo 
pe PR 
Xn+l — Xn DO 2n Xna AO 
pois 0 < — So < 1. A fórmula de recorrência 
2Xn * Xn+1 


Es pi 
Xni = 3 Xn Xa) 


fornece, portanto, aproximações sucessivas para v/a. 


6 Limites infinitos 


Entre as sequências divergentes, destacaremos um tipo que se 
comporta com certa regularidade, a saber, aquelas cujos valores 
se tornam e se mantêm arbitrariamente grandes positivamente 
ou arbitrariamente grandes negativamente. 

Seja (xn) uma sequência de números reais. Diremos que “Xn 
tende para mais infinito”, e escreveremos lim x, = +00 quando, 
para todo número real À > 0 dado arbitrariamente, pudermos 
encontrar no E N tal que n > no >. x > À. (Ou seja, para 
qualquer A > 0 dado, existe apenas um número finito de índices 
n tais que Xn <A.) 


Exemplo 20. Se xn = n então obviamente limx, = +co. Seja 
Xn = a“, coma>1. Entãoa=1+h, h>0. Dado À >O, 
vemos que a = (14+h)” > 1+mnh > A desde que se tome 
n > (A-1)/h. Assim, se escolhermos um inteiro no > (A—1)/h, 
teremos n > no > q" > A. Logo lim a" =+ocosea> 1. Mais 


n-300 
geralmente, dada uma seqüência não-decrescente (Xn), ou ela é 


convergente (se for limitada) ou então, se for ilimitada, deve-se 
ter lim x, = +oco. Com efeito, sendo (xn) ilimitada, dado A > 0, 
existe no € N tal que x, > A. Como (xn) é não-decrescente, 
n > no È Xn 2% > À. 

Evidentemente, se limx, = +oo então (xn) é ilimitada 
superiormente mas é limitada inferiormente. Além disso, se 
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limxn = +00 então toda subsegiência de (xn) também tende 


para +oo. Assim, por exemplo, para cada p € N temos lim n? = 
nao 
+oo pois (1,2P,3P,...) é uma subseqüência de (1,2,3,...). Tam- 


bém para cada p € N temos lim n” = +oo porque a segiiência 
n-—o00 


(1,2/P,3HP,...) é crescente e possui a subsegiiência ilimitada 
(1,2,3,...). 
De modo análogo, diz-se que lim x, = —co quando dado arbi- 


trariamente A > O pode-se encontrar no € N tal que 
n > no > Xn <À. i 


Como se vê facilmente, tem-se lim Xn = —oco se, e somente 
se, lim(—x,) = +co. Portanto, se limx, = —oo então (xn) 
é ilimitada inferiormente mas limitada superiormente. Assim, 
por exemplo, Xn = (=1)”.n não tem limite +co nem —oo 
pois é ilimitada nos dois sentidos. Por outro lado, a sequência 
(0,1,0,2,0,3,0,4,...) é limitada inferiormente, ilimitada supe- 
riormente mas não tem limite igual a +00 porque possui uma 
subsegiiência constante. 


Deve-se observar com toda ênfase que +00 e —oo não são 
números reais. As sequências (Xn) para as quais lim x, = +00 ou 
lim x, = —oo não são convergentes. Estas notações servem ape- 
nas para dar informação sobre o comportamento das segiiências 
para valores grandes de n. 


Teorema 14. (Operações aritméticas com limites infinitos.) 


1. Se limxn = +00 e (yn) é limitada inferiormente, então, 
lim(xm + Yn) = +00; 


2. Se limxn = +00 e eriste c > O tal que Yn > c para todo 
TEN, então, lim xn: Yn = +00. 


3. Seja xn>0 para todo n. Então lim xn =08 lim ER + oo; 
Xn 


[SEC. 6: LIMITES INFINITOS Fê 131 


4. Sejam (x) e (yn) segúências de números positivos. Então: 


a) se existe c > O tal que Xn > c para todo n e se 


limy, = O tem-se lim me +00; 
n 


b) se (xn) é limitada e limy, = +o então lim E =0. 


Demonstração. 1. Seja dado À > 0. Existe c € R tal que 
c < Yn para todo n € N. Existe também no € N tal que 
n > no > Xn > Ace. Segue-se que n > No > Xn + Yn > 
A— c +c = A, donde lim(x, + Yn) = +00. 


2. Dado À > 0, existe no € N tal que n > no > Xn > A/c. Logo 
n > no > Xn Yn > (A/c)c= À e, portanto, lim(x,yn) = +00. 


3. Suponhamos limx, = O. Dado À > 0, existe no € N tal 
que n > Nno > Ô < xn < 1/A e, portanto, 1/xn > A. Logo 


lim (=) = +00. Reciprocamente, se lim (— | = +oo, dado 
Xn Xn 


€ > 0 existe no E€ N tal que n > no > — > 76 portanto, 
Xn 


O < Xn < €. Segue-se que lim xn = 0. 
4, a) Dado A > 0, existe No € N tal que n > no > 0 <yn < T 
Então n > no > me LA Logo, lim = +00. 

Yn c/À Un 
b) Existe k > 0 tal que xn < k para todo n. Dado E > 0, 
existe no E N tal que n > no > yn > ke. Então 


n>n050<E cms, e assim lim (= =0. 
k/e Yn 
Observação: Se limx, = +oo e limyn = —oo, nada se pode 


dizer a respeito de lim(x, + Yn). Dependendo do caso, pode 
ocorrer que a soma Xn + Yn convirja, tenha limite +co, limite 
—oo ou não tenha limite algum. (Diz-se então que “co — oo 
é indeterminado”.) Assim, por exemplo, se xn = vyn +1 e 


| 
| 
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Yn = —3n então lim xn = +00, lim um = —0o, enquanto 


lim(x, +yYn) = lim(vVn+1- vn) 
? (ET = VIVE + vm) 
vntI+ yn 


FAS 


Por outro lado, se xn = nÊ e yn = —n, temos lim(x, + Un) = 
lim(n? — n) = limn(n— 1) = +00. Já lim(n — n?) = —oo. 
Finalmente, se Xn = T1 € Yn =(—1)" —n, temos lim x, = +00, 


lim yn = —oo enquanto lim(x, + Yn) = lim(—1)” não existe. 


= lim 


= lim 


Também — é indeterminado. Isto quer dizer que se 
oo 
limx, = +oo e limyn = +oo, nada se pode dizer a respeito 


o X ; x 
de lim ~ - Dependendo do caso, o quociente pode conver- 
n n 


; o X = did pio 
gir, pode-se ter lim = +oo, ou pode não existir o limite. Por 


n 
1 
exemplo, se Xn = n+] e yn =n—1 então lim cai lim =. = 


ps Un = 
LEVA mo Já se Xn = n? e yn =n, nd s 
1—1/n 


Yn 
limn = +oo. Finalmente, sejam xn = [2 + (—1)n e yn =n. 


lim 


g X ; X : Ss 
Temos lim x, = limyn = +oo, mas lim = lim[2 + (—1)”] não 
y : 
existe. É 


n 
Exemplo 21. Seja a > 1. Então lim = = -+00. Com efeito, 
aoo 
temos a = ] +h, com h > 0. Logo a” = (1 +h) > 1+nh+ 
sd n E 
mino (para n > 2). Daí, 2 > L +h+ o 


p n l a 
n >2. Como lim a (1 +h+ AS . r) = +00, segue-se que 


: h? para 


nN— 
n 


o E 
lim e +c. Analogamente, para qualquer n > 3 temos 


n(n—D) 2 h3 


=(1+h) >1 h 
+h">1+nh+ 3 3 
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a” 1 h 1 1 zT 1 2 
í — > — +-+- — — — — — 1-2]. 
Dai Ca 2 (1 Drs (1 n n 


Concluímos que lim — = +oo. De maneira análoga se mostra 
noaoo 11 E 

que, para todo p € N tem-se lim — = +oo quando a > 1. Isto 
n5oo nP 


exprime que, para a > 1, as potências q” crescem com n mais 
rapidamente do que qualquer potência (de expoente fixo) de n. 


n! 


Exemplo 22. Para todo número real a>0, tem-se lim — =+ 00. 
n>5oo (l 


(Isto significa que o fatorial de n cresce mais depressa do que 
a”, seja qual for a > O fixo.) Com efeito, seja nọ € N tal 


mn Lo 

que O 52. Escrevamos k = — Para todo n > ny, tere- 
a 
n! k. Do +1 no+2. 


> k. (2) "e, Segue-se que 


ni ; ; 
m — = +, ou seja, que lim — 
n n5oo Tn! 


7 Séries numéricas 


Neste parágrafo, estenderemos a operação de adição 
(até agora definida para um número finito de números 
reais) de modo a atribuir significado a uma igualdade do tipo 


1 1 1 ds ; 
5 + 7 ++ Fr +- = 1, na qual o primeiro membro é 


uma “soma” com uma infinidade de parcelas. E claro que não 
tem sentido somar uma sequência infinita de números reais. O 


que o primeiro membro da igualdade acima exprime é o limite 


1 1 
lim {=> +-+. += )- A afirmação contida naquela igual- 
n> 12 4 2” 


dade significa que, dado arbitrariamente € > 0, existe no € N 


1/1 Tan 
tal que, para todo n > no, a soma 5 + 7 +. + = difere de 1 
por menos de e. 


Definiremos, portanto, somas infinitas através de limites. As- 
sim sendo, é de se esperar que algumas somas possam ser efetu- 
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adas (isto é, convirjam) e outras não, já que nem toda sequência 
possui limite. Em vez de “soma infinita” usaremos a palavra 
série. O problema principal da teoria das séries é determinar 
quais são convergentes e quais não são. A questão (bem mais 
difícil e, na maioria das vezes, sem significado) de calcular o va- 
lor da soma é melhor abordada através da teoria das séries de 
funções, como séries de Taylor e séries de Fourier. 

Seja (an) uma segiiência de números reais. A partir dela, 
formamos uma nova sequência (sn) cujos elementos são as somas 


S1 = @ , S2 = @ + 02,..., Sn = Q Haz +e H an, 


que chamaremos as reduzidas da série Zan. A parcela an é 
chamada o n-ésimo termo ou o termo geral da série. 
Se existir o limite 
s = lim sn = lim (a; + a2 +--+ an), 


n—oo 


diremos que a série Zan é convergente e o limite s será chamado ` 


a soma da série. Escreveremos então 


s=Ln=) an= atat ant. 


n=] 


Se a seqüência das reduzidas não convergir, diremos que a 
série La, é divergente. 

N So Ea 

Às vezes é conveniente considerar séries do tipo >) an, que 


n=0 
começam com Qo em vez de qı. 


Observação: Toda sequência (xn) de números reais pode ser 
considerada como a sequência das reduzidas de uma série. Bas- 
ta tomar a] =X € An+1 = Xn+1 — Xn para todo n E N. Então 
++ an = x + (x2 — x) ieta ka) = Xn. À 
série xy + È(Xn+1 — Xn) assim obtida converge se, e somente se, a 
sequência (Xn) é convergente. No caso afirmativo, a soma desta 
série é igual a limx,. Assim falando, pode-se dar a impressão 
de que a teoria das séries coincide com a teoria dos limites de 


ERR 
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segiiências. Isto não é verdade, pelo seguinte motivo. Ao es- 
tudar a série cujas reduzidas são sn, estaremos deduzindo suas 
propriedades a partir das diferenças q, = Sn — 8n1. Em vez 
de tomar como ponto de partida o comportamento dos números 
Sn, concentraremos a atenção sobre os termos q, . 

A primeira condição necessária para a convergência de uma 
série é que o seu termo geral tenda para zero. 


Teorema 15. Se La, é uma série convergente então lim a, =. 


Demonstração. Seja sn = q +- + an. Então existe 
s = lim sn. Evidentemente, tem-se também s = lim sam. 
nico ni—s oo 


Logo 0 = s — s = lim sn — lim sn- = lim({sn — Sn-1) = im an. 


Exemplos. 


23. A recíproca do Teorema 15 é falsa. O contra-exemplo clássico 


; 1 1 
é dado pela série harmônica 3 —- Seu termo geral, — , tende 
n 


n 
para zero mas a série diverge. Com efeito, temos 


1 
Sm =] +--+ 3t73 


1 
2 
1 o1 1 1 1 
+(5+3+5 tecto ta)> 
UP PAi 1 

DUAS 


1+ 7 


dE T G 


Segue-se que lim sz» = +00 e, por conseguinte lim sn = +00. 
æ 7 
Resulta daí que, para O < r < 1, a série 3. — diverge, pois 
n= n 


1 1 
— > — Para todo n > 1. 
n7 


A 

24. A série geométrica 3 a” é divergente quando |a| > 1 pois 
n=0 

neste caso seu termo geral não tende para zero. Quando jal < 1, 
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oo 

a série geométrica converge, sendo 3 a” = TR conforme o 
n=0 z 

exemplo 7 acima. 


25. Das propriedades aritméticas do limite de seqüências re- 
sulta que se La, e Eb, são séries convergentes, então a série 
E(an + bn) é convergente, com E(an + bn) = Lan + Eba. Se 
La, converge então, para todo r real, tem-se I(ra,) conver- 
gente, com I(ran) = TEan. Finalmente, se Za, =seLb, =t 
convergem, pondo sn = a +-+: + an € tn = b1 +--+ bn então 
st = lim(s,:th) = imita bi + ab, + -+ + anban). Logo 


n—] 
a série Lc, com Cn = = qb + 3 anb;, converge e vale a 
isl 3=1 


igualdade Lc, = (Zan): (Xba). Veremos adiante que em certos 

casos (como por exemplo an > 0, bn > 0 para todo n) tem-se 

(Zan) (Eban) = Lpn onde Pn = abn + az2bn-1 +: + anbi = 
L 


a 
>» Qi banir . 
i=] 


1 
26. A série 3. MET é convergente e sua soma pode ser 
calculada facilmente. Com efeito, sendo a an = E — adia ; 
n(n+tTD) n n+1 
a 1 1 
a reduzida de ordem n desta série é sn = = + >5 +: + 


RR O ao o du a 
n(in+D 2 2 3 n n+l) 0 
ma 1 

- Lo 
ans a n(n+1) 
Eos A an mais eficaz de calcular somas de certas 


séries é desenvolver funções conhecidas em série de Taylor ou 
série de Fourier. 


= lim sn = 1. Exemplos assim não são 


jo 6) 

27. A série 5 (1) =1—1+1—1+... é divergente pois seu 
n=] 

termo geral não tende a zero. Suas reduzidas de ordem ímpar 
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são iguais a 1 e as de ordem par são iguais a zero. 


oo oo 

28. Uma série 5 an converge se, e somente se, > am converge, 
n=] n=no 

onde no €E N é fixado arbitrariamente. Com efeito, se as reduzi- 


das da primeira série são sn, as da segunda são 
tn+i = Sn+no — Sno-1. Isto se exprime dizendo que o caráter 
de convergência de uma série não se altera se dela omitimos 
(ou a ela acrescentamos) um número finito de termos. 

Uma série La, pode divergir por dois motivos. Ou porque 
as reduzidas sn = q) +--+ q, não são limitadas ou porque elas 
oscilam em torno de alguns valores de aderência. Quando os ter- 
mos da série têm todos o mesmo sinal, esta última possibilidade 
não ocorre, pois, neste caso, as reduzidas formam uma sequência 
monótona. Temos então o 


Teorema 16. Seja an > O para todon E N. À série Lan 
converge se, e somente se, as reduzidas sn = + --+ an formam 
uma segiência limitada, isto é, se, e somente se, existe k > O 
tal que aı +: + an < k para todo n € N. 


Demonstração. Sendo an > O, temos sı < s2 < s3 < ...; logo 
a seqüência (sn) converge se, e somente se, é limitada. 


Corolário. (Critério de comparação.) Sejam La, e Lb, séries 
de termos não-negativos. Se existem c > 0 eno E N tais que 
an < c- bn para todo n > Ty então a convergência de Sbn 
implica a convergência de Lan, enquanto que a divergência de 
Lan acarreta a de Lb,. 


oo 

Exemplo 29.. Ser > 1, a série ) — converge. Como os 
n=1 

termos desta série são positivos, a seqüência das suas reduzjdas 


é crescente. Para provar que tal seqüência é limitada, basta obter 
uma subseqüência limitada. Tomaremos as reduzidas de ordem 
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m = 2” — 1. Para cada uma delas vale 
=] Teig Tah p ap ahoen L 
a TR de EC O GESI 
2 4 a Wyn 
sitti tm (5) . 


n 


2 
Como r > 1, temos = < 1, logo a série geométrica 5. F 


converge para uma soma c. Assim Sm < c para todo m = 2"—1. 
1 

Concluímos que a série 5 — é convergente quando r > 1. Já 
n’ 


vimos que ela é divergente se r < 1. 


Teorema 17. (Critério de Cauchy para séries). A fim de que a 
série Lan seja convergente, é necessário e suficiente que, para 
cada £ > Q, erista No E N tal que lan + an+2 H't + Antpl < E 
quaisquer que sejam n > no ep EN. 3 


Demonstração. Basta observar que lan + :-: + an+pl = 
[Smp — Snl, onde (sn) é a segiiência das reduzidas de Zan, e 
aplicar o critério de Cauchy para sequências. 


O Teorema 17 é de interesse principalmente teórico. Ele será 
utilizado a seguir para mostrar que se a série Lla,] converge 
então La, também converge. Este fato merece destaque. Por 
isso daremos uma definição agora. 

Uma série La, chama-se absolutamente convergente quando 
Xla,| é uma série convergente. 


Exemplo 30. Evidentemente, toda série convergente cujos ter- 
mos não mudam de sinal é absolutamente convergente. Quando 


oo 
—] < a < +], a série geométrica 5 a” é absolutamente con- 


n=0 
| RD DR | 
te. IP los]. =: Eres Et qu SS 
vergente or exemplo, 5 + I 3 + + 3 ) Mas nem 


toda série convergente é absolutamente convergente. O exemplo 
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típico de uma série convergente Zan tal que Zan] = +co é dado 
por 


1 1 1 1 o S (aH 
Pra qi US a 


Suas reduzidas de ordem par são 


1 1 1 1 
s=1-7 = (1-73) + (373). 
s =(1-D+(5-5)+(5-5) etc 

É 2 3 4 5 6 


Tem-se s2 <S<S << < S2n < ..., pois cada par de 
parênteses encerra um número positivo. Enquanto isso, as re- 
duzidas de ordem ímpar são 


1/1 1/1 1 1 
s=1,3=1- (3-3) s=1-(3-5)- 3-5) te 


Portanto, sı > s3 > 85 > c > sm. Logo existem 
s'= lim snes” = lim sz. Como sm—8mn=>—— 50, 
no n00 i 2n+41 
' segue-se que s’ = s” (= s, digamos). Assim, limsn = s = 
1-=+=——+.... A série dada é convergente, mas não é abso- 


2 3 4 
1 
lutamente convergente pois a série harmônica 3 — é divergente. 
. oo (— 1) 
(A título de informação, comunicamos que 3. 
n=] 
Isto se vê desenvolvendo a função log(1 + x) em série de Taylor 


e tomando x = 1.) 
Quando uma série La, converge mas |an] é divergente, dize- 
mos que La, é condicionalmente convergente. 


= log 2. 


Teorema 18. Toda série absolutamente convergente é conver- 
gente. 


Demonstração. Se Llan|] converge, dado arbitrariamente €>0, 
existe no € N tal que n > no > lanp] +: + lantpl < e, 


| 
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qualquer que seja p € N. Nestas condições lan +*+- + an+pl < 
janyil +: + lan+pl < € e, portanto, La, converge, em virtude 
do Teorema 17. 


Corolário 1. Seja Lb, uma série convergente, com bn > O para 
todon EN. Seezxistemk > 0 eno €N tais que la] < k-bn para 
todo n > no, então a série La, é (absolutamente) convergente. 


Corolário 2. Se, para todo n > no, tem-se lan] <k-c” onde 
O<c< 1 ek é uma constante positiva, então a série Lan é 
(absolutamente) convergente. 


Com efeito, sendo O < c < 1, a série geométrica Lc” converge. 

Tomando k = 1, a condição lan] < c” é equivalente a 
Vlan] < c < 1. Dizerque esta condição é satisfeita para todo n 
maior do que um certo no, significa afirmar que lim sup X/|a,|<1. 
(Veja o corolário do Teorema 11.) 


Corolário 3. (Teste da raiz.) Se existe c tal que Wlanl<c<1 
para todo n > No então La, é (absolutamente) convergente. Em 
outras palavras, se lim sup X/|an| < 1 então a série La, converge 
(absolutamente). 


Às vezes acontece que existe lim J/|an|. Então vale o 
noo 


Corolário 4. Se lim Y/|an|< 1 então a série La, é (absolu- 


Ti-300 
tamente) convergente. 


Observação: Se existe uma infinidade de índices n para os 
quais Y/|an| > 1 então a série La, é evidentemente divergente 
porque seu termo geral não tende para zero. Em particular, 
isto ocorre quando lim Y/|jan| > 1. Muitas vezes este caso é 
incluído no enunciado do teste da raiz, mas preferimos não fazê- 
lo, pois, em geral, não é mais fácil calcular o limite de uma raiz 
do que verificar, mediante inspeção, quando o termo geral de 
uma série não tende para zero. Muito mais desagradável é o fato 
de que frequentemente se tem lim %/Jan| = 1 (juntamente com 
lim an = 0). Aí nada se pode dizer: a série talvez convirja, talvez 
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1 1 
não. Por exemplo, consideremos 5. qe > 7a Em ambos os 
casos lim Yan] = 1. (O Exemplo 14 dá im y1/n = 1 e daí 


lim 4/ 2 = lim (3 T) = 1.) No entanto, a primeira destas 
n n 


séries é divergente e a segunda é convergente. 


oo 
Exemplo 31. Consideremos a série 5 mn: a”, onde a é um 
n=l 
número real tomado arbitrariamente. Temos lim YIn- ar] = 
jal - lim ym = l|al. Logo esta série converge (absolutamente) 
quando |a| < 1. O mesmo resultado valeria se tomássemos 
oo 
'En?.a” ou, mais geralmente 5 n”-a”, onde r é qualquer cons- 
n=] 
tante. Evidentemente, se |a| > 1, a série diverge porque seu 
termo geral não tende para zero. 


PR 32. Seja agora a série 1+2a+a? +203 + -.+2a2n] + 

a?" +.... Como dim 2/2afr = dim 2m faf" = lal, segue- 
se que esta e converge (absolutamente) se, e somente se, 
la|< 1. 


Teorema 19. (Teste da razão). Sejam Lan uma série de ter- 
mos todos não-nulos e Lb, uma série convergente com by > O 
lan+1 | bas 


lan) — ba 
n > no então La é (absolutamente) convergente. 


para todo n. Se existe no E N tal que para todo 


Demonstração. Dado arbitrariamente n > no, multiplique- 
mos membro a membro as desigualdades 


lano+2l < Dhno+2 lano+3l < Dno+3 lanl < ba 
lano+il e Dnot i lano+2l Ez bno+2' i lan] Z baum 
a b 
Obteremos lanl < — , ou seja, |an] < k- bn, onde 
| lano+il Daor 
a 1 pa 
k= lanonil, Segue-se do Corolário 1 do Teorema 18 que La, 


Dnot 
é (absolutamente) convergente. 
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Corolário 1. Se existe uma constante c tal que O < c<1e 
lanl 


lanl 
te) convergente. Em outras palavras, se limsup(lany1l/lanl)<1, 


a série La, converge (absolutamente). 


<c para todo nno, então a série Lan é (absolutamen- 


Com efeito, a série geométrica Łc™ sendo convergente, basta 
tomar ba = c” no teorema anterior. 


o DAS o Jana] x 
Se acontecer de existir o limite lim —= , então temos o 


TROS, janl 


eus o Jan] e ni ; 
Corolário 2. Se lim PÉ" < 1 então a série La, é (absoluta- 
noo lanl 


mente) convergente. 
Exemplos. 
32a. Retomemos as séries En-a” e 1+2a+a?+2a3+af+... dos 


Dart 
Exemplos 31 e 32. Para a primeira, temos lim es = 


Too m . a”| 
: +1 ai x 
lim lal = jal. Logo a série En : a” converge quando 
noo 
gu : a SUA dei 
lal < 1. Vemos que o limite do quociente l coincide com 
An 


o limite da raiz n-ésima de |an]. Neste caso, o teste da razão 
e o teste da raiz levam ao mesmo resultado. Para a segunda 


4. a a 
destas séries, temos lans] = EY se n for par, e 


lanl z 2| | 
janl 2 i 


lanl 


[an+ | 


se n for ímpar. Portanto, lim sup = 2jaļ e o teste da 


nl 


ES ; , ; ; 1 
razão só permite concluir a convergência da série para jal < 3 
enquanto que o teste da raiz garantiria a mesma, mais geral- 
mente, para la) < 1. Isto indica que o teste da raiz é mais 
eficaz do que o da razão. Com efeito, veremos mais adiante que 
lanl 


então 
jan] 


F 7 a . s 
limsup Yan] < lim sup enl e que, se existe lim 
TL 
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existe também lim Y/|a,| e os dois limites são iguais. Entretan- 
to deve-se observar que, em geral, é mais fácil calcular o limite 
da razão do que a raiz, pois, ao efetuar o quociente an+/đn, 
ocorrem quase sempre simplificações. 
x x2 aN 
33. Seja a série se — = ERRA 
n=0 n! PaT 


número real (fixado A O Temos 


-, onde x é um 


an+ o X 0 


—s 
a n+1 
logo a série converge absolutamente, seja qual for x. 


Š . E lana] 
Observação: Novamente aqui, quando lim ——— 
T9 |an 


se pode concluir (a série pode divergir ou convergir). E o que 


= ], nada 


ocorre com as séries ) — e > -—s: À primeira diverge, a segunda 
n n 


o Anl lans] 
converge e em ambas lim =+ ='1. Quando 2H" > 7 para 


n = janl 
todo n > no, então, evidentemente, a série diverge porque seu 
termo geral não tende para zero. Note-se porém que, ao contrário 
do teste da raiz, não se pode concluir a divergência da série Zan 


Ia] 


apenas pelo fato de se ter > 1 para uma infinidade de 


n 
valores de n. Com efeito, dada qualquer série convergente de 
termos positivos La, a série Q; + Qı + a2 + a2 + a3 +a3 +... 
ainda é convergente mas, se indicarmos com Eb, esta nova série, 


bw 


teremos = 1 para todo n ímpar. 


n 
Teorema 20. Seja (an) uma segiiência limitada de números 
reais positivos. Tem-se 


cp nH Das é ; Gn] 
lim inf < liminf Ya, < lim sup yan < lim sup =>. 
An An 
Em particular, se existir lim an,1/Q, existirá também lim /ān 
e os dois limites serão iguais. 


Demonstração. Basta provar que limsup wa, < limsup 
(an+1/an), O que será feito por absurdo. Com efeito, se não 
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fosse assim, existiria um número c tal que lim sup(a,.,1/0n) < 
c < limsup yan. Da primeira destas desigualdades resultaria a 
existência dep € N tal que n > p > an+1/an < c. Assim, para 
todo n > p teríamos: 


ap+1/4p < C, Ap4+2/ap+1 < C.. , An/An-1 < C. 


Multiplicando membro a membro estas n—p desigualdades, viria 
an/a? < c'-P, ou seja, an < (ap/c?) - c”. Pondo k = a/c”, 
poderíamos afirmar: 


n>p>5Âa<k-e”, 


Ora, sabemos (Exemplo 13) que lim Yk=1, logo lim c Yk=c. 
nooo n—00 
Segue-se então da última desigualdade que 


lim sup Van < limsupe Yk =c. 


Esta contradição prova o teorema. 


Exemplos. 


34. Tomemos dois números reais positivos a < b e forme- 
mos uma seqüência (xn) começando com a e multiplicando ca- 
da termo, alternadamente, por b ou por a, para obter o termo 
seguinte. A sequência obtida é a, ab, a2b, a?b?, a'b?2,.... 
Xn+1 Xn] 


Temos 


= b se n é impar e 
Xn+l 


= q sem é par. Segue-se 


- Por outro lado, existe lim x, = V ab. 


Xn 
Pode, então, ocorrer realmente que exista o limite da raiz sem 
que exista o limite da razão. 


que não existe lim 


; 1 1 
35. Seja Xn = E Temos Xn = /yn onde Yn = ra Lo- 
Ynti l 


go limx, = lim —— desde que este último limite exista. Ora 
n 
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1 ! 1 
Ynti Iy = —— e, portanto, lim =—— Yna 


yn (n+l) 1 n+l Yn 
se que lim xn = 0. 


= 0. Segue- 


36. Para ilustrar mais uma vez como o Teorema 20 
pode ser utilizado no cálculo de certos limites envolvendo raízes 
n 


n-ésimas, mostraremos agora que lim = e. Ora, 
n= 4/n! 


` n n 
= t = y de = —- L 
escrevendo Xn AA emos Xn Yn onde Yn ni ogo 


Yn+ 


lim xn = lim > se este último existir. Mas 


n 


Yna MEIH n! č (mtm nto (m+1) 


yn (n+! n  (n+1)-n! nn n” 


1 n 
(145) oe. 
n 


Voltando às séries, utilizaremos agora o Teorema 18 para 
demonstrar o critério de convergência de'Dirichlet (o qual, en- 
tretanto, não garante convergência absoluta). 


Teorema 21. (Dirichlet). Seja Zan uma série (não necessari- 
amente convergente) cujas reduzidas Sn = ay +---+ an formam 
uma seqüência limitada. Seja (bn) uma seqüência não-crescente 
de números positivos com limb, = O. Então a série Zanb n é 
convergente. 


Demonstração. Temos 


abı + a2b2 + azb3 + --- + anbn = a(b; — b2) + 
+ (a + az)(bz — ba) + 
+ (a + a2 + az)(b3 — b4) +--+ 
+ (a +---+an)ba = sı (b1 — bz) + 
pc + Sai (bn — Raro 


+ Sn E asi 23 bi) + Snbn . 
i=2. 
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Existe k > O tal que |sn| < k para todo n., Além disso, 


oo 
> (bao — bn) é uma série convergente de números reais não- 
n=2 
negativos (soma: bı). Logo, pelo Corolário 1 do Teorema 18, 


a série Lsn (bis — ba) é absolutamente convergente e, por- 
tanto, convergente. Como lim snbn = O, segue-se que existe. 
lim(a,by + --- + anbn), isto é, a série Lab, converge. 


Corolário 1 (Abel). Se La, é convergente e (bn) é uma segiiên- 
cia não-crescente de números positivos (não necessariamente ten- 
dendo para zero) então a série Zanba é convergente. 


Neste corolário, enfraquecemos a hipótese sobre os bn mas, 
em compensação, exigimos que a série La, seja convergente. 
Para demonstrá-lo, escrevemos limb, = c. Então (by — c) é 
uma sequência não-crescente com limite zero. Pelo Teorema 21, 
a série Lan(b, — c) converge para uma soma s. Como La, é 
convergente, segue-se que Lab, = s+cha, também converge. 


Corolário 2 (Leibniz). Se (bn) é uma segiiência não-crescente 
com lim bn = 0 então a série L(—1)" bn é convergente. 


Com efeito, embora a série 2(—1)”" não convirja, suas reduzi- 
das formam uma sequência limitada. Observe o caso particular 


mm 
L eb , já visto no Exemplo 30. 


Exemplo 37. Se o número real x não é um múltiplo inteiro 


Par o cos(nx o sen(mx 
de 27, as séries 5. sesta e >. sent convergem. Com 
n=] n n=] n 


efeito, sabendo que A tende monotonamente parà zero, basta 
verificar que as sequências Sp = cos x + cos 2x +--- + cos(nx) e 
tn =senx+sen2x+---+sen(nx) são limitadas. Isto fica fácil 


de ver usando números complexos. Com efeito, 1 -+ Ssn e tan 
são, respectivamente, a parte real e a parte imaginária da soma 


f . R — (oixnH 
Ireixt(ex)2 +... +(e = to. Ora, sendo x Æ 2k7, 
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k € zb, temos e* Æ 1 e, portanto, 


2 


1— (event | 
=e] 


1 — ex 


A seqüência de números complexos 1 + ex +... + (e™*)™ é, por- 
tanto, limitada e daí resulta que as seqüências de suas partes 
reais e imaginárias também são limitadas. 

Dada uma série Zan, para cada n € N ponhamos Pn = an 
se an > 0 e pn = 0 se an < 0. O número p, será chamado 
a parte positiva de an. Analogamente, escrevamos Qn = O se 
an > 0 e qn = —an se an < 0 e chamemos q, a parte negativa 
de an. Temos an = Pn qn, lanl = Pnt an, lan] = ant 2dan, 
Pn 2 0e qn È 0 para todo n. 

Quando a série La, é Prao uia eçãS convergente, para to- 

oo k k 
do k € N vale 3 lan] > 2 lanl = > Pnt 2. qn. Logo as 
n=l 1 


n=] n=1 n= = 
séries Lp, e Lq, são ambas convergentes (pois suas reduzidas 


formam segiiências monótonas, limitadas pelo número Ljan|). A 
recíproca é óbvia: se Lp, e Eqn ambas convergem então Lan é 
absolutamente convergente. 

Se, porém, La, é condicionalmente conver gente, então tanto 
Lp, como Eqn são séries divergentes. Com efeito, se pelo menos 


uma dessas duas séries convergisse (por exemplo, Lqn = c) 
então, usando o fato de [an] = an + 2qn, teríamos, para todo 
keN 


k 
3 lml= Dat2) dia 
n=1 


n=] 


Fazendo k — oo na igualdade acima teríamos Llan| = Lan + 2c 
e, portanto, La, convergiria absolutamente. 


111 
Exemplo 38. Na série o RU RE -.., que é condicionalmente 
convergente, a série das partes positivas é 1045 +0d 40. e 


enquanto a série das partes negativas é 0+ > +0+ +0+ E sites 
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1 
Isto nos dá essencialmente as séries 5. mA 


1 


1 1 Ada 
divergentes. | A segunda, por ser “igual” a 3 5 = e a primeira 


1 
es. 7o ambas 


1 1 
porque a < ==) 

Invéstigaremos agora se as propriedades aritméticas, tais co- 
mo associatividade, comutatividade, etc. se estendem das somas 
finitas para as séries.. 

Comecemos com a associatividade. Dada uma série conver- 
gente La, , que efeito resulta de inserirmos parênteses entre seus 
termos? Por exemplo, que alteração ocorre ao passarmos da série 
ai + a2 + a3 + da4 +- +ant... para a série 


(ai + a2) + (a3 + a4) +: + (azn + an)+...? 


A resposta é simples. Seja (sn) a seqüência das reduzidas 
da série Ean. Ao inserirmos parênteses entre os termos de La, 
obteremos uma nova série cuja sequência de reduzidas é uma 
subsequência de (sn). Por exemplo, se os parênteses forem in- 
seridos como no caso acima, passaremos da sequência (sn) para 
(s2n) pois a segunda série tem como reduzidas q; + q) = sz, 
(ay + a2) + (as + a4) = s4, etc. 

Se a série La, converge, então (sn) converge e portanto to- 
da subseqüência de (sn) também converge para o mesmo limite. 
Assim, inserindo parênteses entre os termos de uma série con- 
vergente, obteremos ainda uma série convergente, com a mesma 
soma que a original. Esta é a propriedade associativa das séries. 

O mesmo não ocorre se dissociamos termos de uma série con- 
vergente. Neste caso poderemos obter uma série divergente. A 
série antiga pode ser considerada como obtida da nova por as- 
sociação de termos: as reduzidas da série original formam uma 
subsequência das reduzidas da nova série. Aquelas podiam con- 
vergir sem que estas convirjam. O exemplo mais evidente deste 
fenômeno é fornecido pela série 0 + 0 +... que é, obviamente, 
convergente. Escrevendo O = 1 — 1 passamos a ter, por disso- 
ciação, a série 1 — 1 +1—1+..., que é divergente. Mais geral- 
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mente, dada qualquer série convergente Łan , podemos escrever 
an = an+ 1—1. A série La, resulta então, por associatividade, 
da série a +1 — 1 +a:+1—1+a;+1—1+...,a qual é 
divergente, pois, sèu termo geral não tende para zero. 

Existe porém uma situação em que se pode garantir que a 
dissociação de termos de uma série não afeta sua convergência 
nem o valor da soma. É o caso de uma série absolutamente con- 
vergente Lan, na qual se decompõem seus termos como somas 
finitas a, = a) + aĉ +--: + ak de parcelas com o mesmo sinal. 
Examinemos este caso. 

Olhemos primeiro para uma série convergente Lan, com 
an > O para todo n. Se escrevermos cada a, como soma (fini- 
ta) de números não-negativos, obteremos uma nova série Zb,, 
com ba > O para todo n, cuja sequência (tn) de reduzidas é 
não-decrescente e possui a subseguência (sn) das reduzidas de 
Zan. Se (sn) converge então (t, ) converge para o mesmo limite 
e consequentemente Eb, é convergente e tem a mesma soma que 
Lam. 

“No caso geral, se La, é absolutamente convergente, escreve- 
mos La, = Lpn — Lg, onde Pn e qn são, respectivamente, a 
parte positiva e a parte negativa de an .. Toda decomposição dos 
an em somas finitas de parcelas com o mesmo sinal determina 
uma dissociação em Lp, e outra em Lg, . Pelo que vimos acima, 
isto mantém a convergência de Ip, de Lg, e o valor de cada 
soma. Logo, a nova série é convergente e tem a mesma soma que 
Las. f 


Exemplo 39. Sejam La, e Lb, séries convergentes, com somas 
s e t respectivamente. Sabemos que X(a, + bn) = (ay + bi) + 
(a2+b2)+(a3+b3)+... converge e sua soma é s+t. Afirmamos 
que vale a dissociatividade s+t = a; +bı+a2+b2+... . Isto não 
decorre do que acabamos de provar, pois não estamos supondo 
convergência absoluta. Mas, chamando de sn as reduzidas de 
La, e tn as reduzidas de 2b,, a série a + bı + a2 + b2 + a3 + 
bs +... tem como reduzidas de ordem par Tn = Sn + tn e como 
reduzidas de ordem ímpar T2n1 = Sa1 + tri + q. Como 
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lim an = 0, segue-se que lim Tan = lim Tr2n 1 = s+ t. Logo existe 
lmr,=s+Ht. 

Abordaremos agora o problema da comutatividade. Dada 
uma série Lan, mudar a ordem dos seus termos significa tomar 
uma bijeção q: N — Ne considerar a série Lb, , onde by = dofn) 
para todo n € N. O problema é, então, o seguinte: supondo Lan 
convergente, será ainda Lb, convergente? No caso afirmativo, 
vale La, = Eban? 

Diremos que uma série Lan é comutativamente convergente 
quando, para toda bijeção q: N — N, pondo-se bn = Go(n), à 
série Lb, é convergente e La, = bn 

Demonstraremos abaixo que La, é comutativamente conver- 
gente se, e somente se, é absolutamente convergente. Comecemos 
com um exemplo de como uma mudança da ordem nos termos 
de uma série pode alterar a soma. 

1 1 1 1 


40. =1=54+2>-+>0... 
Exemplo 40. Sabemos que s = 1 7 + 377 + 5 é 


convergente (e até já informamos que s = log 2, mas isto não vem 
ao caso). E lícito multiplicar os termos de uma série convergente 


por um número real. Multiplicando por 1/2, obtemos 5 = = 
1 1 1 1 ; : : 
z T EB + 107 Podemos escrever, evidentemente, 
ER RU DD O 
2 3 E 5 6 7 8 
1 1 1 
5=0+5 +0— A e Ee 


Também é lícito somar termo a termo duas séries convergentes. 
Logo 


X PaA : A , 9S ss 
Vê-se que os termos da série acima, cuja soma é 2» São os. 
mesmos da série inicial, cuja soma é s, apenas com uma mudança 
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de ordem. Logo um rearranjo na ordem dos termos de uma série 
convergente pode alterar o valor da sua soma. 
Vejamos agora um resultado positivo. 


Teorema 22. Toda série absolutamente convergente | é comuta- 
tivamente convergente. 


Demonstração. Começemos com uma série convergente La, 
onde an > 0 para todo n. Seja q: N — N uma bijeção e po- 
nhamos bn = Lol m. Afirmamos que Eb, = Zan. Com efeito, 
sejam sa=0 +: + an e tn=b +--+ bn. Para cada neN, cha- 
memos de m o maior dos números e0), (2), spin n). Então 


io(1),..., ein)ici, ml. Segue-se que ty= È aoi) < E V=Sm- 


Assim, para cada n € N existe om meN tal que tn < P Sm. De 
modo análogo (considerando-se q”! em vez de q) se vê que para 
cada m € N existe n € N, tal que sm < ty. Concluímos que 
lim s, = lim tn , ou seja La, = Eba. 


No caso geral, temos La, = Lp, — Eqn, onde pn e qn são 
respectivamente a parte positiva e a parte negativa de an. Toda 
reordenação (bn) dos termos a, origina uma reordenação (un) 
para os pn e uma reordenação (vn) dos qn, de tal modo que 
cada un é a parte positiva e cada va é a parte negativa de bn. 
Pelo que acabamos de ver, Lu, = Lp, e Lv, = Lg. Logo 
Lan = Lu, — Evn = Lb,, O que prova o teorema. 

O seguinte resultado, devido a Riemann, contém a recíproca 
do teorema anterior. 


Teorema 23. Seja La, uma série condicionalmente convergente. 
Dado qualquer número real c, existe uma reordenação (bn) dos 


“termos de La, tal que Lb, =c. 


Demonstração. Sejam p, a parte positiva e q, a parte negati- 
va de an. Como La, converge condicionalmente, temos lim a, =), 
donde imp, = lmq, = 0, mas Lp, = Eq, = +oo. 
Reordenaremos os termos da série La, tomando como primeiros 
termos py, P2,.-.,Pn,, Onde ny é o menor índice tal que 
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pı +p2 +: +Pn, > ec. Em seguida, tomaremos os termos 
negativos —qy, —q2,...,—Qn, , onde nz é o menor'índice tal que 
pH tpm qa—::— qu, < c. As escolhas den; e nz 
são possíveis porque Lp, = Eqn = +oo. Continuamos assim: 
escolhemos o menor índice n3 tal que 


Ppi P2 +: t Pn = Ai S —aAm, Punto E Pn; >c 


e depois o menor índice n4, tal que 


Pit +HPni di — Qu +tPaad Pas Aun —Un, < C. 


Prosseguindo desta maneira, obtemos uma reordenação de La, 
tal que as reduzidas tn da nova série tendem para c. Com efeito 
para todo i ímpar temos tn, < € < tm, 0< tnu —C< Pr, 

0 < c—tas < qn- Daí resulta (levando em conta que 
lim Pn = lim qn, = 0) que lm tn, = c. Além disso, é claro que, 


para i ímpar m < Nn < miy >È tn+1 Ê tn < tn, e, para i par, 


m <n < TMy È tnu <tr < tmp. Assim limt, = c, ou seja, a 


nova série tem soma c. 


Observação: Um raciocínio análogo (mais simpleés) mostra que 
uma conveniente mudança na ordem dos termos de uma série 
condicionalmente convergente pode fazer com que suas reduzidas 
tendam a +00 ou a —oo. 


Teorema 24. Se La, eLb, (n > 0) são absolutamente con- 
vergentes então (Lan)(Lb,) = Ecn onde, para cada n > 0, 
Cn = G0bn + bao + --:+ ando. 


Demonstração. Para cada n > 0, temos 
n n n 
(È=) (Do) => _ ubj =x tx t+, 
i=0 j=0 ij=0 


onde Xn = Gba + mba +-+- + anbn +-+- + anbo. Fazendo 
n — œ, obtemos (Zan)(Ebn) = Lx, (n > 0). Por dissociação 
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de termos de Ex, , formemos uma série La;b;, cujos termos são 
ordenados de tal forma que as parcelas a;b; de x, precedam as 
de xn41. Para cada k > 0, a reduzida de ordem (k+ 1)2 da série 
Hla;b;| é igual a 


$ iwi- (E) (Emi) = (E o) (E 


ij=0 i=0 n=0 


Assim, a sequência (não-decrescente) das reduzidas da série 
Zla;b;| é limitada, porque possui uma subsegiuência limitada. 
Logo La;b; converge absolutamente. Sua convergência e o valor 
da sua soma não se alteram se agruparmos num único termo cn 
todas as parcelas a;b; com i +j =n. Portanto (Lan)(Lb,) = 
Exi = La;b; = EC . 


Exercícios 


1. Se limx = a então lim |x,| = |a|. Dê um contra-exemplo 
mostrando que a recíproca é falsa; salvo quando a = 0. 


2. Sejalimx, = 0. Para cadan, ponha yn = minf|x1|, |xa),.. 
xnl}. Prove que yn > 0. 


3. Se lim xz = a elimx2n-1 = a, prove que lim Xn = a. 


4. SeN =N UN U---UNce lim xn = lim x=- = 
nENı nEeNz 
lim x, = a, então, lim Xn = a. 
nENk nEN 


b 

5. Dê exemplo de uma seqüência (xn) e uma decomposição 
N=NU--UNÇU... de N como reunião de uma in- 
finidade de subconjuntos infinitos tais que, para todo k, 
a subseqüência (xn)nen, tenha limite a, mas não se tem 
limx, = a. 
[Sugestão: Para cada k € N seja Ny o conjunto dos números 
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10. 


11. 


Ila. 


12. 


13. 
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naturais da forma n = 28! . m, onde m é ímpar. Dado 
n € Nx, ponha xn = 1 se n for o menor elemento de Ny e 


Xn = — , nos demais casos.) 
n 


. Se lim xn = a e lim{xn — Yn) = O então limy, é igual a a. 


. Seja a Æ 0. Se lim z = ] então lim yņ é igual a a. 


. Seja b £ O. Se limx, = a e lim mia b, então, 
i ã l Yn 
lim yn = 5 
; pi Eres b 
. Se lim xn = a %0elimxyn = b então limuy, = —- 
a 


SejjamkeNea> 0. Sea < Xn < n* para todo n, então 


lim xn = 1. 


Use a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica 
dos n + 1 números 1 — 1/n,...,1 — 1/n, 1 e prove 
que a seqüência (1 — 1/n)” é crescente. Conclua que 
(1—1/n)” > 1/4 para todo n > T. 


Sejam Xn = (1 +1/n)" e yn = (1 —1/(n +1) +. Mostre 
que lim XnYn = 1 e deduza daí que lim(1 — 1/n)™ = e™!. 


Fazendo ye = x/k e b = a!X na identidade yt — bt = 
i k—1 
(y— x ybi obtenha x—a = (x/k ql. S ide. 
i=0 
a- n i 


e use isto para provar que se limx, = a > 0, 
então lim &xn = ya. Conclua, daí, que lim (xn) = q” 
no n— oo 


para todo racional T. 


T n o 
Prove que, para todo r € Q, tem-se lim (1 + 2) =e", 
n00 n 


[Sugestão: Pelo Exercício 11, basta considerar o caso 


4 


P ; PR 
em que r = — é >-.0. Examine a subseqüência onde 
q 
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14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


n 
n= p.m. Para esses valores de n, tem-se (1 + =) = 


1 amy p/q 
[( + z) | . Use o Exercício 12.] 
qm 


Sejaa > 0, b > 0. Prove que lim Ya” + b” = max{a, b}. 
noo 


Dada uma seqüência (xn), um termo xp chama-se um 
“termo destacado” quando x, > Xn para todo n > p. 
Seja P = {p € N;x, é destacado). Se P =(p; <p><...) 
for infinito, (xp)per é uma subsequência não-crescente de 
(x). Se P for finito (em particular, vazio), mostre que 
existe uma subseguência crescente de (xn). Conclua que 
toda sequência possui uma subsequência monótona. 


Seja (xn) uma segiência limitada. Se lim an = a e cada 
an é um valor de aderência de (xn), então a é um valor de 
aderência de (Xn). 


Sejam (xn) e (yn) seqüências limitadas.  Ponhamos 
a = lminfx,, A = limsupx,, b = liminfy, e 
B = limsup yn. Prove que 


a) limsup(xn +yn) <A+B  liminf(xn +yn)>a+b; 
b)limsup(-xn) =—a, liminf(—xn) =—A; 
e)limsuplx Un) LA- Be liminf(xm -UYn) > ab; 


valendo as duas últimas desigualdades sob a hipótese de 
Xn > Oe yn 2 0. Dê exemplos em que se tenham desigual- 
dades estritas nas relações acima. 


Para cada n € N, seja 0 < tn < 1. Se lim xn = lim Yn = a, 
prove que limltyxn + (1 — tn )yn] = a. 


Diz-se que uma sequência {xn ) tem variação limitada quan- 
n 
do a sequência (v,) dada por vn = >. [x41 — Xıl é limitada. 


i=] 
Prove que, nesse caso, (Vn) converge. Prove também: 
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20. 


21. 


22. 


23. 
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a) Se (xn) tem variação limitada, então existe lim Xn ; 

b) Se [xn+2 — Xn+1l < clxm4 — xnl para todo n € N com 
0O<c<1, então (xn) tem variação limitada; 


c) (xn) tem variação limitada se, e somente se, 
Xn = Un — Zn onde (yn) e (Zn) são sequências não- 
decrescentes limitadas; 

d) Dê exemplo de uma segiiência convergente que não 
seja de variação limitada. 


; 1 f 
Seja x = Te ponha x = 1+ < Verifique que 


1 
|Xn+2 —Xn+1] < Fnr — xnl. Conclua que existe a = lim xn 
e determine a. 


Ponha x, = 1 e defina Xn41 = 1+ km. Mostre que 


a seqüência (xn), assim obtida, é limitada. Determine 
a=lmx. 


A fim de que a segiência (xn) não possua subseqüência 
convergente é necessário e suficiente que lim |x,| = +00. 


Seja q: N — N uma sequência de números naturais. Prove 
que as seguintes afirmações são equivalentes: 
a) lim e(n) = +00; 
no oo 
b) Paratodok EN, q”!(k) é um subconjunto finito de 
N; 
c) Para todo subconjunto finito F C N, q! (F) é finito. 


Em particular, se q:N — N for injetiva, então 
lim q(n) = +00. 


noo 


. Seja (xn) uma seqüência de números reais e suponha que 


p: N — N cumpre uma das (e portanto todas as) con- 
dições do exercício anterior. Prove que se limxn = q e 
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25. 


26. 
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Yn = Xp(n), então limy, = a. Dê exemplo de q:N 5 N 
sobrejetiva, tal que lim xn = a, mas não vale lim uy, = q, 
onde Yn = Xp(n) 


Seja Xn Æ O para todo n E N. Se existirem no € Ne 


c € R tais que 0 < pa 


| < c< 1 para todon > no, 


ps 


então limx, = 0. Se porém pe > c > 1 para todo 
n > no, então lim|x,| = +00. Como aplicação, reobtenha 
| 


os Exemplos 21 e 22 e mostre que lim u =0 
' n 


Seja T um arranjo triangular de números não-negativos, 


toy t22 
t31 t32 tas 


Porco o os a ad o a un 0 64 


cena o o no o a Cn a da uv 


Faça duas hipóteses sobre o arranjo T. Primeira: cada 
linha tem soma igual a 1. Segunda: cada coluna tem limite 


zero: lim tni = O para todo i € N. Dada uma seqüência 
n— oo 


convergente (Xn), com limx, = a, use o arranjo T para 
transformá-la numa sequência (yn), com 


Yn = tX + tn2X2 ad + tm. 


Prove que limyn = a. 

[Sugestão: Considere inicialmente o caso a = 0. Dado 
€ > 0, existe p € N tal que n > p > Im] < €/2. Existe 
também A > 0, tal que |x,| < A para todo n. Em seguida, 
obtenha q e N, tal que n > q > Ityl < 5, Itm] < 


5, ... [tnp] < 6, onde ô = a Tome no = max(p, q}. 
Observe que n > no > lya] < tmlxl +- + tnplXpl + 
“+ tanlxnl, onde a soma das p primeiras parcelas não 
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excede £/2 e a soma das n—p parcelas restantes não supera 


(Inpa + tan) 5 Logo, [yn] < £. O caso geral reduz-se 


imediatamente a este.) 


X ... 
27. Se lmx, = a, pondo Yn = atot tem-se ainda 


n 
limyn =a. (Sugestão: Use o exercício anterior.) 


28. Se limxn = a, e os Xn são todos positivos, então 
lim XX2...X = A. [Sugestão: Tome logaritmos e 
reduza ao problema anterior.) Conclua que se an > 0 e 
. An+1 0 
lim —= = a então lim ya, = a. 

LAS 


29. Seja yn > O para todo n € N, com Eyn = +00. Se 


km q XIEX t tm 
lim — = a então lim ——————— =q. 
Yn Vtudo FYn 
G 4 ; =: Xn+] — Xn 
30. Se (yn) é crescente e lim yn = +09, então lim TD = 
x Yn+1 — Un 
a > lim — = a. (Use o Exercício 29.) 
"n 
IP H2P t.. tn? 1 
31. lim Lotet oot o l, (Use o exercício anteri- 
n5oo nret p+1 
or.) 


1 1 1 
32. Para todo nEN, tem-se O<e— (1 + 7i + J ++ =) < 


=" Conclua daí que o número e é irracional. 
nin 


i 4 
33. lim 1 Y (n+ 1)(nm+2)...2n = — (Use o final do 
n= 2 e 


Exercício 28.) 


34. Prove que se definirmos an pela igualdade n! = n™-e™- an, 
teremos lim q = 1. 
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35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 
42. 


43. 


Seja Lan e Lb, séries de termos positivos. Se Lb, = +00 


Ant 


b 
e existe no € N tal que - > Saan para todo n > no 


an Š TE 


então Lan = +oo. 


tus ; a 
Sejam La, e Eb, series de termos positivos. Selim -= = 0 
Tn 


E oa 
e Lb, converge então La, converge. Selim — = c. 0 


a 
então La, converge se, e somente se, Lbh converge. 
Para todo polinômio p(x) de grau superior a 1, a série 
z 1 
p(n) 


Se —1 <x<] e (1) = mimo)... (moen+t) ão 
n n! 


converge. 


n00 


R m . 
lim Da = 0 para quaisquer mER en EN. 


Se a sequência (an) é não-crescente e lim an = 0, o mesmo 
t 


ai +: + an 
ocorre com bn = ————————. Conclua que, neste caso, a. 


Ta 


1 
série qı — = (aı +a2)+ =(aı +02 +a3)—... é convergente. 


2 3 
g 
Prove que, para todo a € R, a série q? + Tra 


aĉ 


+ 


+... é convergente e calcule sua soma. 


1 
Para todo p € N fixado, a série >) —>—————>——— 

lá Eno O) 
converge. 


An 


Se Zan converge e an > 0 então Z(an)? e Z 
1+a 


vergem. 


con- 


~ An 
Se L(an)? converge então L — converge. 
; n 
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44. 
45. 


46. 


4T. 


| 8 
49. 

E 
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Se (an) é decrescente e La, converge então limn- an = 0. 
Se (an) é decrescente e La, = +00, então, 


; q + az +: + dm 
lim ———— =] 
n500 q + A4 +- + am 


Seja (an) uma sequência não-crescente, com lim q, = 0. 
A série La, converge se, e somente se, 12”. am converge. 


Prove que o conjunto dos valores de aderência da sequência 
Xn = cos(n.) é o intervalo fechado [—1,1]. 


Sejam a, b números reais positivos. Defina indutivamente 
as sequências (xn), (Un) pondo xı = Vab, yı = (a+b)/2 
e Xn) = Vamo Unai = (Xn + Yn)/2. Prove que xn 
e Yn convergem para o mesmo limite, chamado a média 
aritmético-geométrica entre a e b. 


Sejam aı > az > +- > 0 esn = qaz +: (1) an. 
Prove que a sequência (sn) é limitada e que lim sup 
sn — lim inf sn = lima. 


Capítulo V 
Topologia da Reta 


Estudaremos neste capítulo as principais propriedades topo- 
lógicas dos subconjuntos da reta. Chamam-se assim as pro- 
priedades que se baseiam nas noções de proximidade e limite. 
Elas estão fortemente relacionadas com o comportamento das 
funções contínuas. 

Este capítulo prepara o terreno para o seguinte e, principal- 
mente, para o Capítulo VII, onde é introduzida a noção de função 
contínua. As idéias aqui apresentadas pertencem a uma parte 
da Matemática chamada Topologia, cujo escopo é estabelecer, 
com grande generalidade, a noção de limite, as propriedades das 
funções contínuas e dos conjuntos onde tais funções são definidas 
e tomam valores. Para que tenha sentido determinar o limite ou 
indagar sobre a continuidade de uma função, o domínio e o con- 
tradomínio da mesma devem possuir um certo tipo de estrutura, 
tornando-se o que se chama um “espaço topológico”. Em ou- 
tras palavras, espaços topológicos são conjuntos equipados com 
estruturas tais que entre eles tem sentido falar em limites e con- 
tinuidade de funções. 

O conjunto dos números reais é o espaço topológico mais 
frequentemente utilizado e por isso o mais importante. Os Ca- 


pítulos V, VI e VHI (e os primeiros §§ do Capítulo IV) formam 


um pequeno compêndio de topologia da reta. Vale dizer, porém, 
que não nos estendemos além do que julgamos necessário para a 
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boa compreensão dos conceitos básicos da Análise. 

Como ficou combinado, as demonstrações que daremos se 
basearão apenas nos axiomas dos números reais e nas consegiên- 
cias que deles deduzimos nos capítulos anteriores. Utilizaremos, 
porém, com frequência cada vez maior, a linguagem geométrica 
segundo a qual nos referiremos ao corpo R como “a reta”, dire- 
mos “ponto” em vez de “número real”, traduziremos “a < b” 
por “a está à esquerda de b”, dados x,y E R, interpretaremos o 
valor absoluto |x — y| como “distância do ponto x ao ponto y” e, 
finalmente, veremos o intervalo [a,b] como o segmento de reta 
cujos extremos são os pontos q e b. 

Assim procedendo, estaremos atribuindo um conteúdo in- 
tuitivo aos conceitos formais introduzidos pela axiomática dos 
números reais. Esta atitude, quando olhada sob o ponto de vista 
estritamente matemático, é inofensiva: trata-se apenas de uti- 
lizar sinônimos geométricos para nomes aritméticos. Do ponto 
de vista de estilo, ela é conveniente pois permite evitar repetições 
deselegantes, tornando a leitura mais agradável. Finalmente, do 
ponto de vista educativo, ela é valiosa porque possibilita “enxer- 
gar” os conceitos e, muitas vezes, prever os resultados (ou pelo 
menos torná-los aceitáveis) graças à imagem experimental que 
possuímos de uma reta como um contínuo de pontos alinhados, 
sem lacunas, sem princípio e sem fim. 


1 Conjuntos abertos 


As idéias que apresentaremos neste parágrafo são motivadas 
pelo seguinte tipo de observação: seja a um número real maior 
do que 2. Então, para todo x € R suficientemente próximo de 
a ainda se tem x > 2. Isto é, se deslocarmos a um pouquinho 
para a esquerda (ou, evidentemente, para a direita) obteremos 
ainda um número maior do que 2. Já o mesmo não ocorre quan- 
do tomamos um número racional r e o olhamos como número 
racional. Deslocando-o um pouco para qualquer dos lados, pode- 


mos encontrar um número irracional. Assim, enquanto a pro- 
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priedade de ser > 2 é estável (pequenos deslocamentos não a 
destroem), a propriedade de ser racional é instável. Os con- 
juntos definidos por meio de propriedades estáveis são os que 
chamaremos de abertos. Passemos agora às definições formais. 

Dado um conjunto X C R, um ponto x € X chama-se ponto 
interior de X quando existe um intervalo aberto (a,b) tal que 
x € (a,b) CX. (Isto quer dizer que todos os pontos suficiente- 
mente próximos de x ainda pertencem ao conjunto X:) 

Para que x € X seja um ponto interior do conjunto X é 
necessário (e suficiente) que exista e > 0 tal que (x—£,x+e) CX. 
Com efeito, sex € (a,b) C X, seja € o menor dos números 
positivos x— a e b— x. Então (x — ex+ e) C (a,b), logo 
(x—e,x+e) CX. 


TEE SEEE E a e 


a X- e x b=x+e 


Na figura, b-x é menor do que x-a, logo b-x= €. 


Equivalentemente, x é um ponto interior do conjunto X se, 
e somente se, existe e > O tal que ly — x| < e > y E€ X. De 
fato, ly — x| < E significa que y pertence ao intervalo aberto 
(x—e,x+e). 

Dado X C R, o conjunto dos pontos x € X que são interiores 
a X será representado por int(X) e chamado o interior do con- 
junto X. Temos int(X) C X e, evidentemente, se X C Y então 
int(X) C int(Y). 


Exemplos. 


1. Se o conjunto X possui algum ponto interior, ele deve con- 
ter pelo menos um intervalo aberto, logo é infinito. Assim, se 
X = (x1,...,Xn) é um conjunto finito, nenhum dos seus pontos 
é interior, ou seja, temos int(X) = f. Melhor ainda, como todo 
intervalo aberto é um conjunto não-enumerável, se int(X) £ Ø 
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então X é não-enumerável. Em particular, o conjunto Q dos 

“números racionais não possui pontos interiores, isto é int(Q) = 0. 
Segue-se que int(Z) = À. Também o conjunto R—Q dos números 
irracionais (embora seja não-enumerável) não possui pontos in- 
teriores. De fato, todo intervalo aberto deve conter números 
racionais, logo R — Q não pode conter um intervalo aberto. As- 
sim int(R — Q) = 6. 


2. Se X = (a,b), ou X = (-c0,b) ou X = (a,+oo), então 
int(X) = X. No primeiro caso, para todo x € X temos 
x € (a,b) c X. No segundo caso, dado arbitrariamente x € X 
escolhemos a < x e temos x € (a,b) C X. O terceiro caso é 
análogo ao segundo. 


3. Sejam X = [c,d], Y = lc, +00) e Z = (-oo,d]. Então 
int(X) = (c,d), int(Y) = (c+oo) e int(Z) = (-co,d). Bas- 
ta examinar X. Para cada x € (c,d) temos x € (cd) C X 
logo (c,d) C int(X). Por outro lado c é int(X), porque todo 
intervalo aberto contendo c possuirá pontos à esquerda de c, lo- 
go não estará contido em lc, dl. Do mesmo modo, o ponto d 
não é interior ao intervalo [c, d]. Logo o interior de lc, d] reduz- 
se ao intervalo aberto (c,d). Analogamente, se X; = [c, d) e 
X2 = (c, d], então int(X1) = int(X,) = (c, d). 

Um subconjunto À C R chama-se um conjunto aberto quan- 
do todos os seus pontos são interiores, isto é, quando int(A) = A. 

Assim À é aberto se, e somente se, para cada x € À existe 
um intervalo aberto (a,b) tal que x € (a,b) C A. Podemos 
interpretar o intervalo (a, b) como uma espécie de “margem de 
segurança” do ponto x, dentro da qual ele pode se movimentar 
sem correr o perigo de sair do conjunto A. Convém notar que 
tal margem de segurança não é a mesma para todos os pontos 
de A. Por exemplo, se À = (2, +00), a margem de segurança de 
um ponto x € A éx—2. Ela é tanto menor quanto'mais próximo 
de 2 esteja o ponto x. 


4. O conjunto vazio é aberto. Com efeito, um conjunto X só 
pode deixar de ser aberto se existir em X algum ponto que não 
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seja interior. Como não existe ponto algum em (), somos forçados 
a admitir que () é aberto. Evidentemente, a reta R inteira é um 
conjunto aberto. 


5. Seja À = (0,1) U (2,5). Então A é um subconjunto aberto 
da reta. Com efeito, para todo x € À tem-se x €E (0,1) ou 
x € (2,5). Em qualquer caso, existe um intervalo aberto que 
contém x e está contido em A. 


6. Um intervalo (limitado ou não) é um conjunto aberto se, e 
somente se, é um intervalo aberto. Isto decorre do Exemplo 3 
acima. Todo conjunto aberto não-vazio é não-enumerável. As- 
sim Q, Z, seus subconjuntos e os conjuntos finitos da reta não 
são abertos. Nenhum conjunto formado apenas por números ir- 
racionais pode ser aberto, pois não contém intervalos. 


Teorema 1. a) Se A; C R e A2 CR são abertos, então AN A2 
é aberto. 
b) Seja (Ax)aeı uma família arbitrária de conjuntos abertos 


Ax C R. A reunião A = |]J A» é um conjunto aberto. 
AEL > 


Demonstração. a) Seja x € Aı N A2. Então x € A, e 
x € Az. Logo existem intervalos tais que x € (œ, b1) C A] 
e x E (a2,b2) C Az. Sejam a o maior dos números q;, Q2, € 
b o menor dos números bı, bz. Então x € (a,b) = (a1, bı) A 
(a2, b2) C Ay N A2. Assim, todo ponto x € A; N Às é interior e 
portanto esta interseção é um conjunto aberto. 

b) Seja x € A = UA,. Então existe À € L tal que x € A,. 
Como A, é aberto, podemos obter um intervalo (a,b) tal que 
x € (a,b) C Aa. Como À, C A, temos x € (a,b) C A. Logo 
todo ponto x € A é interior e por conseguinte A é aberto. 


Observação: Ao demonstrarmos o item a) do teorema acima 
utilizamos o fato de que se os intervalos (a, bı) e (az, b2) têm 
em comum algum ponto x, então a interseção (ay, b1) N(az, b2) 
é igual ao intervalo (a,b), onde a é o maior dos números ay, az 
e b é o menor dos números by, bz. O leitor deve convencer-se 
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disto primeiramente desenhando uma figura. Depois deve ten- 
tar prová-lo formalmente. Se não conseguir, eis a demonstração: 
inicialmente, note que existe o intervalo (a, b), isto é, vale a < b, 
porque as hipóteses q < x < bı e a2 < x < bz implicam que 
qualquer dos números qı , az é menor do que ambos os números 
bı, b2. Em seguida, observe que sendo a = max{a;, a2}, um 
número y é maior do que a se, e somente se, y > q e y > a2. 
Do mesmo modo, sendo b = min(b;, bz), tem-se y < b se, e so- 
mente se, y < bı e y < b2. Assim a <y <b&a <y<hbe 
a < y < b2. Ou seja y E€ (a,b) & y E (a,b) e 
y € (az, b2). Isto quer dizer: (a,b) = (a1, b1) N (az, b2). Argu- 
mentos deste tipo são considerados “elementares”. Aos poucos 
eles serão omitidos, em benefício da clareza do texto. 


Corolário. Se A, A2,...,An são subconjuntos abertos de R 
então A1 NA2N-:- MNAn é aberto. Em palavras: a interseção de 
um número finito de conjuntos abertos é um conjunto aberto. 


Com efeito, aplicando n — 1 vezes o Teorema 1 obtemos 
AyNAo aberto, Aı NA2N A; = (A NA2) N Az aberto, ..., A1 N 
-| N An = (A1 N- N Ana) N An aberto. 


Exemplos. 


7. A interseção de uma infinidade de conjuntos abertos pode 
não ser um conjunto aberto. Por exemplo, se considerarmos 


11 
os conjuntos abertos An = (=). n = 1,2,3,..., temos 
o 
N An = (0), mas o conjunto {0} não é aberto. [Para ver que 
n=1 . 
nAÃ, = (0), basta notar que O € A, para todo n E N, logo 
0 e NAh. Por outro lado, se x Æ O então |x| > 0 e, portanto, 


existe n tal que O < — < |x]. Isto significa que x É | ——,— |) = 
n nn 
An. Assim, x £ 0 => x é NAn.-] Mais geralmente, temos 
co 1 1 
[a,b] = () An, onde cada An = (a —— b + =) é aberto mas 
n n 


n=] 
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a interseção [a, b] não é um conjunto aberto. 


8. Seja F = {x1, X2, - - - , Xn} um conjunto finito de números reais. 
Podemos admitir que a numeração foi feita de modo que xı < 
x <- < Xn. Então R — F = (—o0, x1) U (x1, X2) U- U 
(Xn—1: Xn) U (Xn, too). Concluímos que R — F é aberto. Ou 
seja, o complementar de todo conjunto finito é aberto. De modo 
análogo, R—Z é aberto, pois R—-Z = |J (n, n+1) é uma reunião 
nez 
(agora infinita) de conjuntos abertos. 


9. Todo conjunto aberto A C R é uma reunião de intervalos 
abertos. Com efeito, para cada x € À, escolhamos um intervalo 
aberto Ie. tal que x € I C A. Isto pode ser escrito assim: 
fx) c Le C A. Tomando reuniões, temos Jix)c U L C A, ou 


xEA x€A 
seja, AC U k CA, o que nos dá A = U L. 
xeA xEA 


Este resultado pode ser substancialmente melhorado. Com 
efeito, temos o 


Teorema 2. (Estrutura dos abertos da reta.) Todo subconjunto 
aberto A C R se exprime, de modo único, como uma reunião 
enumerável de intervalos abertos dois a dois disjuntos. 


Na demonstração, faremos uso do lema abaixo. 


Lema. Seja (IyJxet uma família de intervalos abertos, todos 

contendo o ponto p ER. Então I= | I, é um intervalo aberto. 
AEL 

Demonstração. Para todo À € L, seja In = (aa, ba). Para 

começar, notemos que a, < b, sejam quais forem ÀA,u E L, 

porque a) < p e p < bu. Logo, se tomarmos a = inf{aa; A € L} 


e b = sup(by;A E L}, teremos a < b. (Pode ocorrer que seja : 


a = —œ ou b = +00.) Afirmamos que (a,b) = U h. A 
; AEL 
inclusão Ul, C (a,b) é clara. Reciprocamente, se a < x < b, 


“então pelas definições de sup e de inf, existem À, € L tais que 
da < x < by. Se valer x < by, muito bem: teremos x E€ h. 
Se, porém; tivermos by < x isto trará a, < ba < x, donde 
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au < xX < by ou seja x € I. Em qualquer hipótese, x € UL. 
Logo (a,b) C UI, o que completa a demonstração. 
Demonstração do Teorema 2. Para cada x € A, seja Ix 
a reunião dos intervalos abertos que contêm x e estão contidos 
em A. Pelo lema, cada I, é um intervalo aberto, sendo evi- 
dentemente x € Ix C A. Se I é um intervalo aberto qualquer 
contendo x e contido em A, então I é membro da família cuja 
reunião deu Ix. Logò I C Ix. Isto se exprime dizendo que Ix 
é o maior intervalo aberto que contém x e está contido em A. 
Afirmamos que, dados x,y € A, ou se tem Ix = L, ou então 
L nl =. Com efeito, se existir algum z € Iy NL, então 
I= L UI é um intervalo contendo x e contido em A, donde 
Ic Ie, daí, Iy C L.. Por motivo análogo, Ix C I. Lo- 
go I% = L,. Isto nos permite afirmar que os intervalos I, são 
dois a dois disjuntos. Evidentemente, temos À = U x, já que 
x € E. C À para todo x € A. Tica assim estabelecido que 
todo conjunto aberto A pode ser decomposto como reunião de 
intervalos abertos dois a dois disjuntos, que chamaremos os in- 
tervalos componentes de A. Para verificar que a coleção dos 
intervalos componentes de À é enumerável basta escolher, em 
cada componente J um número racional r(J). A função J = r()) 
é injetiva porque JAJ'>]nJ'=6>5 TD) # r’). Como Q 
é enumerável, nossa afirmação segue-se do Corolário 1 do Teo- 
rema 8, Capítulo II. Resta agora provar a unicidade. Para isto, 
suponhamos que se tenha A = U]m onde os Jm são intervalos 
abertos, dois a dois disjuntos. Afirmamos que, nestas condições, 
para cada Jm = (Gm, bm), suas extremidades não pertencem ao 
conjunto A. Com efeito, se tivéssemos, por exemplo, am E À, 
seria Am € Jp = (ap, bp) para algum Jp Æ Jm. Então, pondo 
b = min{bm, bp) teríamos Jm NJ, D (am, b) Æ O, um absurdo. 
Segue-se daí que, para cada me cada x E€ Jm, Jm é o maior in- 
tervalo aberto que contém x e está contido em A. Logo Jm = Ix 
= reunião dos intervalos abertos contendo x e contidos em A). 
Isto prova que existe uma única maneira de exprimir um aber- 
to A como reunião (necessariamente enumerável) de intervalos 
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abertos, dois a dois disjuntos. 


Corolário. Seja I um intervalo aberto. Se I = AUB, onde À e 
B são conjuntos abertos disjuntos, então um desses conjuntos é 
igual a I e o outro é vazio. 

Com efeito, se I = A UB fosse possível com A e B disjuntos e 
ambos não-vazios, as decomposições de A'e B em seus intervalos 
componentes dariam, pelo menos, dois intervalos componentes 
para I, o que é absurdo, em virtude da unicidade estabelecida 
no Teorema 2. o 


2 Conjuntos fechados 


Diremos que um ponto a é aderente a um conjunto X C R 
quando a for limite de uma sequência de pontos Xn € X. 

Todo ponto a € X é aderente a X: basta tomar a sequência 
de pontos x, = a. Mas pode-se ter a aderente a X sem que a 
pertença a X (na realidade, este é o caso mais interessante). Por 
exemplo, se X = (0, +00), então O ¢ X, mas 0 é aderente a X, 


pois O = lim —, onde — € X para todo n. 
n n . 


Observação: Todo valor de aderência de uma seqüência (xn) 
é um ponto aderente do conjunto X = (x1,x2,...,Xm,...). Mas 
a recíproca é falsa: nem todo ponto aderente a X é valor de 
aderência de (xn). Por exemplo, se lim x, = a, o único valor de 
aderência de (xn) é a, mas todos os pontos x, , por pertencerem 
a X, são pontos aderentes a X. 


Teorema 3. Um ponto a € R é aderente a um conjunto X CR 
se, e somente se, para todo E > O tem-seXN(a— care) #0. 


Demonstração. Se a é aderente a X então a = limx, com 
Xn € X para todo n. Dado arbitrariamente € > 0, temos 
x E€ (a - £a + £) para todo n suficientemente grande. Lo- 
go (a— ca+e)NX #0. Reciprocamente, supondo satisfeita 
esta condição, para cada n € N podemos encontrar x, Ẹ X tal 
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1 1 
que Xn €E (a ——,a+ 1) . Isto define uma seqüência de pontos 
n 


Xn E X tais que |xn — al < mi Logo limxn = a e então a é 


aderente a X. 


Corolário 1 (Equivalente ao teorema.) Um ponto a é aderente 
ao conjunto X se, e somente se, para todo intervalo aberto I 
contendo a tem-se INX £0. 


Com efeito, todo intervalo aberto contendo a contém um 
intervalo do tipo (a — £, a + £). 


Corolário 2. Sejam X C R limitado inferiormente e Y C R 
limitado superiormente. Então a = infX é aderente a X e 
b = sup Y é aderente a Y. - 


Com efeito, para todo e > 0 existem x € X e y € Y tais que 
a<xx<ateeb-e<y<b. Istodá(a-care)nxhe 
(b —e,b+e) AY ÆÔ. 

Chamaremos fecho do conjunto X ao conjunto X formado 
pelos pontos aderentes a X. 

Evidentemente, X C Y > X 
para todo X. No caso de ser X = 
fechado. 

Assim, um conjunto X C R é fechado se, e somente se, todo 
ponto aderente a X pertence a X. 

Em outras palavras, para que X seja fechado é necessário e 
suficiente que cumpra a seguinte condição: se Xn € X para todo 
n € N e limxn = a, então ac X. 

Quando X C R é não-vazio, limitado e fechado, tem-se 
supX € XeinfXEX. 


G Y. Tem-se também X C X 
X, diremos que o conjunto X é 


Exemplos. 


10. O fecho do intervalo aberto (a, b) é o intervalo fechado [a, b]. 
Com efeito, os pontos a e b são aderentes ao intervalo aberto 


1 1 
(a,b) pois a = lim (a+) eb = lim (0-5). Logo, o 
; n n 


n0 noo 
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fecho de (a, b) inclui pelo menos o intervalo fechado [a, b]. Por 
outro lado, se a < Xn < b e limxn = c, então a < c < b. 
Logo todo ponto aderente ao intervalo aberto (a,b) pertence 
ao intervalo fechado [a, b]. Evidentemente, [a,b] é também o 
fecho dos intervalos semi-abertos [a, b) e (a,b]. Além disso, é 
claro que o fecho de [a, b] é o próprio [a, b], logo todo intervalo 
limitado fechado é um conjunto fechado. Também são fechados 
os conjuntos [a, +00}, (—00,b] e (—-co,4+00) = R. Note-se o 
caso particular a = b, que dá [a, a] = (a). Assim, todo conjunto 
reduzido a um único ponto é fechado. 


11. O fecho do conjunto Q dos números racionais é a reta R. 
Também o fecho. do conjunto R — Q dos números irracionais é 
R. Em particular, Q e R — Q não são conjuntos fechados. 


Teorema 4. Um conjunto F C R é fechado se, e somente se, 
seu complementar R — F é aberto. 


Demonstração. Basta observar que cada uma das afirmações 
abaixo é equivalente à seguinte: 1. F é fechado; 2. todo ponto 
aderente a F pertence a F; 3. sea € R—F então a não é aderente 
a F; 4. sea€eR-—F então existe um intervalo aberto I tal que 
acleInF=0;5.sceaceR-F, então existe um intervalo 
aberto I tal que a € I c R—F; 6. todo ponto a € R—F é interior 
a R—F; 7. R—F é aberto. 


Corolário. a) R e o conjunto vazio são fechados. 
b) Se F1, F2, .. . , Fn são fechados então Fi UF2U. - -UFa é fechado. 


c) Se (Fajac é uma família qualquer de conjuntos fechados então 
a interseção F = () Fa é um conjunto fechado. 
AEL 
Com efeito, R é o complementar do aberto À, e À é 
o complementar do aberto R. Agora, Fi,..., Fn fechados => 
R — fi,..., R — Fn abertos > (R— F) N- N(R- E) = 
R- (F U- UF) aberto > F U --- UF, fechado. Finalmente, 
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cada Fy fechado => cada R—F; aberto > J(R-F)=R-—(NH) 
X A 


aberto => NF, fechado. (Veja o Teorema 1.) 

Cabe aqui uma observação análoga à que foi feita no exemplo 
7: a reunião de uma família arbitrária de conjuntos fechados 
pode não ser um conjunto fechado. Isto se vê facilmente: basta 
tomar um conjunto qualquer X C R que não seja fechado. Tem- 


se X = [J {x}. (Como todo conjunto, X é reunião dos seus pontos; 
xeX 
cada ponto x € X forma um conjunto fechado (x) mas a reunião 


X não é um fechado.) 


Teorema 5. O fecho de todo conjunto X C R é um conjunto 
fechado, isto é, X =X. 


Demonstração. Tomemos um ponto qualquer x E€ R—X. Pelo 
Corolário 1 do Teorema 3 concluímos que existe um intervalo 
aberto I com x € Ie INX = e que, para todo y € I vale 
y € R—X. Logo I c R-—X. Isto mostra que todo ponto 
x € R—X é um ponto interior, ou.seja, que R— X é aberto. Pelo 
Teorema 4, X é fechado. 


Exemplos. 


2 


12. Todo conjunto finito F = {x1, X2,..., Xn} é fechado pois, 
como vimos no Exemplo 8, seu complementar é aberto. Por 
motivo análogo, Z é fechado. 


13. Existem conjuntos que não são fechados nem abertos, como 
Q, R — Q, ou um intervalo do tipo la, b) ou (a, b]. 


14. Os conjunto R e (À) são ao mesmo tempo fechados e abertos. 
Reciprocamente, se X C R é ao mesmo tempo fechado e aberto, 
então X = ou X =R. Com efeito, nestas condições, X e R — X 
são ambos abertos. Como R = (—œ, +00) = Xu (R-X), o 
corolário do Teorema 2 implica que X = ou X =R. 


"15. O conjunto de Cantor K é um subconjunto fechado do inter- 
valo [0, 1], obtido como complementar de uma reunião de inter- 
valos abertos, do seguinte modo: retira-se do intervalo [0, 1] seu 
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terço médio aberto (1/3,2/3). Depois retira-se o terço médio 
aberto de cada um dos intervalos restantes [0,1/3] e 2/3,1]. 
Sobra então [0,1/9]U12/9,1/3]U [2/3, 7/910 8/9, 1]. Em segui- 
da, retira-se o terço médio aberto de cada um desses quatro 
intervalos. Repete-se o processo indefinidamente. O conjunto 
K dos pontos não retirados é o conjunto de Cantor. Se indicar- 
mos com l,5,...,1ln,... os intervalos abertos omitidos, temos 
K = 0,1] — U h, isto é, K = [0,1] N (R—UIn). Logo K é 
n=1 

um conjunto fechado, interseção dos fechados [0,1] e R- Uh. 
Note-se que os pontos extremos dos intervalos omitidos, como 
1/3, 2/3, 1/9, 2/9, 7/9, 8/9, etc. pertencem ao conjunto de 
Cantor. Com efeito, em cada etapa da construção de K são 


Segunda etapa da construção de K: restam apenas os quatro 
intervalos destacados, todos de comprimento 1/9. Desenhe o 
que resta na 3º etapa. 


retirados apenas pontos interiores nos intervalos restantes da eta- 
pa anterior. Esses pontos extremos dos intervalos omitidos for- 
mam um subconjunto infinito enumerável de K. Veremos logo 
mais, entretanto, que K não é enumerável. Por enquanto, note- 
mos apenas que K não contém intervalo aberto algum e portanto 
nenhum x €E K é ponto interior. Com efeito, depois da n-ésima 
etapa da construção de K restam apenas intervalos de compri- 
mento 1/3”. Assim, dado qualquer intervalo aberto J C [0, 1], de 
comprimento l > 0, ele não restará incólume depois da n-ésima 
etapa, se 1/37 < 1. Consequentemente não se pode ter J C K. 
Sejam X, Y conjuntos de números reais, com X C Y. Diremos 
que X é denso em Y quando todo ponto de Y for aderente a X. 
Por exemplo, Q é denso em R. Também R — Q é denso 
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em R. Mais ainda, dado qualquer intervalo não-dégenerado J, o 
conjunto dos números racionais pertencentes a J e o conjunto dos 
números irracionais que estão em J são ambos conjuntos densos 
em J. 

As seguintes afirmações são equivalentes a dizer que X é denso 
em Y. (Em todas clas, supõe-se X C Y.) 


a) Todo ponto de Y é limite de uma sequência de pontos de 


X. 
b) YcKX. 
c) Para todo y € Y e todo £ > O tem-se (y — £, Y +E)NX = ĝ. 


d) Todo intervalo aberto que contenha um ponto de Y deve 
conter também algum ponto de X. (Note que um intervalo 
aberto contendo y € Y deve conter um intervalo da forma 


(y —e,y + e).) 


Teorema 6. Todo conjunto X de números reais contém um sub- 
conjunto enumerável E, denso em X. 


Demonstração. Dado arbitrariamente n € N,' podemos ex- 
primir a reta como reunião enumerável. de intervalos de com- 


1 
E. z=) . Para cada 


non 

n € Necadap € Z, escolhamos um ponto Xxpn € XN |2, PEL) 
se esta interseção não for vazia (se for vazia, Xpn não existirá). 
O conjunto E dos pontos Xpn assim obtidos é enumerável. Afir- 
mamos que E é denso em X. Com efeito, seja I um interva- 


lo aberto contendo algum ponto x € X. Para n suficiente- 


primento 1/n. Basta notar que R = [J 
peZ 


É : + 1 
mente grande, o comprimento 1/n de cada intervalo |2, PT. 
n mn 
será menor do que a distância de x ao extremo superior de 1. 


Portanto existe p € Z tal que x € 225) C ILL Logo 
n mn 


+1 ; : 
x € E) NX Ø. Assim, existe o ponto xpn, com 
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- Xpn E INE. Isto mostra que todo intervalo aberto I que contém 
um ponto x € X contém também um ponto xpn € E. Logo E é 
denso em X. 


Exemplo 16. O conjunto E dos extremos dos intervalos omi- 
tidos para formar o conjunto de Cantor K é enumerável. Afir- 
mamos que E é denso em K. Com efeito, dados x EK ee >0 
mostraremos que {x — e,x+e)NE Æ Ø. Não faz mal supor 
e < 1/2. Assim sendo, pelo menos um dos intervalos (x — £,x] 
ou Ix,x + £) (digamos Ix,x + €)) está contido em 10,1]. Quando 
for 1/3” < g, depois da n-ésima etapa da construção de K não 
restarão intervalos de comprimento > €. Logo alguma parte do 
intervalo [x, x+ £) será retirada na n-ésima etapa, ou foi retirada 
antes. (O intervalo inteiro [x,x + €) não pode ter sido retirado 
porque x € K.) O extremo inferior da parte retirada de [x,x +e) 
é um ponto y € (x—e,x+e)NE. 


3 Pontos de acumulação 


Seja X C R. Um número a € R chama-se ponto de acumu- 
lação do conjunto X quando todo intervalo aberto (a— e, ae), 
de centro a, contém algum ponto x € X diferente de a. 

O conjunto dos pontos de acumulação de X será representado 
pela notação X' (e, às vezes, chamado o derivado de X). 

A condição a € X’ (a é ponto de acumulação de X) exprime- 
se simbolicamente do modo seguinte: 


Ve>0O JxeX, O<lx—aj<e. 


Teorema 7. Dados X C R ea €R, as seguintes afirmações 
são equivalentes: 


1. a€ X' (a é ponto de acumulação de X); 


2. a = limx,, onde (xn) é uma segiiência de elementos de 
X, dois a dois distintos; 
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3. todo intervalo aberto contendo a possui uma infinidade de 
elementos de X. 


Demonstração. Mostraremos que (1) > (2) > (3) > (1). 
Para provar a primeira implicação, seja a € X’. Existe xı EX 
tal que O < [xı — a] < 1. Tomando £2 = min{|x; — al, 1/2), 
vemos que existe x2 € X tal que O < |x2 — a] < £2. Seja 
e3 = min(|x, — al, 1/3). Existe x3 € X tal que 0 < |xz — al < £3. 
Prosseguindo desta forma, obteremos uma sequência de elemen- 


1 
tos Xn E X com x, — a) < [xn — al e xn — a) < T Assim, 
os Xn são dois a dois distintos, pertencem a X e limn xn = a. As 
implicações (2) = (3) > (1) são óbvias. 


Corolário. SeX' #0 então X é infinito. 


Exemplos. 


17. Seja X = (1,1/2,1/3,...,1/n,...). Então X’ = (0). Mais 
geralmente, se lmx, = a ea Æ Xn para todo n € N então, 
pondo X = (x1,x2,...,Xn,...), temos X’ = {a}. Se, porém, 
for a € X, pode-se ter X’ = {a} ou X’ = Ø. Por exemplo, 
para a segiiência (a,a,a,...) vale X' = Ø. Já a segiiência 
1 1 

(aa+1, gatz, matge) dá X’ = {a}. 

18. (a,b) = (a, b]' = [a, b)’ = [a,b]. Q'=(R=Q =R'= 
R. Z'=N' =Í. 


19. Todo ponto x do conjunto de Cantor K é um ponto de acu- 
mulação de K. Suponhamos inicialmente que x seja extremidade 
de algum dos intervalos abertos retirados de [0,1] para formar 
K. Por exemplo, vamos admitir que (a,x) fosse um dos inter- 
valos omitidos. Na etapa em que se retirou (a,x) restou um 
intervalo [x, bj]. Na etapa seguinte será omitido o terço médio 
aberto de [x, bı] e então sobrará um intervalo [x, b2] (e mais outro 
que não nos interessa). Nas etapas posteriores sobrarão [x, b3], 
[x, b4], etc., com bı > bz >-:- > bn >... pertencentes a K e 
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limb» =x. Logo x € K’. E sex não pertencer ao conjunto E 
das extremidades dos intervalos retirados? Neste caso sabemos, 
pelo Exemplo 16, que todo intervalo (x— £,x+£) contém pontos 
de E. Como x É E, tais pontos são diferentes de x. Logo x € E” 
e, portanto, x E€ K’. 

Um ponto a € X que não é ponto de acumulação de X chama- 
se um ponto isolado de X. 

Para que a € X seja um ponto isolado é necessário e suficiente 
que exista e > 0 tal que (a—- ec ate)nX=t(al. 

Todo ponto a € Z é um ponto isolado de Z. 


Teorema 8. Para todo X CR, tem-se X = XU X’. Ou seja, o 
fecho de um conjunto X é obtido acrescentando-se a X os seus 
pontos de acumulação. 


Demonstração. É claro que X CXeX' CX. Logo XUX' CX. 
Reciprocamente, se a € X, todo intervalo aberto contendo a deve 
conter algum x € X. Se a não pertencer a X então x Æ a, donde 
a € X’. Assim a € X implica que a € X ou a € X’, isto é, 
XcxuxX'. 


Corolário 1. X é fechado se, e somente se, X' C X. 
Com efeito, dados dois conjuntos S, T, tem-se S = S U T se, 
e somente se, TCS. 


Corolário 2. Se todos os pontos do conjunto X são isolados 
então X é enumerável. 

Com efeito, seja E C X um conjunto enumerável denso em X. 
Dado qualquer x € X, temos x € E mas, como x É X', tampouco 
x pode ser ponto de acumulação de E. Logo x € E. Segue-se que 
E =X. Concluímos que X é enumerável. 

Dizemos que a é ponto de acumulação à direita do conjunto 
X quando todo intervalo [a, a + £), com € > 0, contém algum 
ponto de X diferente de a. 

Isto equivale a dizer que todo intervalo [a, a+e€) contém uma 
infinidade de pontos de X, ou então que a é ponto de acumulação 
de XN [a, +00). 
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Outra afirmação equivalente a esta é dizer que a é limite de 
“uma seqüência decrescente de pontos de X. 


O ponto a é ponto de acumulação à direita de X se, e somente 
se, todo intervalo aberto (a, b) contém algum ponto de X. 


Indicaremos pelo símbolo Xi o conjunto dos pontos de acu- 
mulação à direita de X. De modo análogo se define ponto de 
acumulação à esquerda do conjunto X: todo intervalo (a — e, al], 
com € > 0, deve conter algum ponto de X diferente de a (e 
portanto uma infinidade de pontos de X). Uma condição equi- 
valente: a = limx,, onde (xn) é uma seqüência crescente de 
pontos de X. O conjunto dos pontos de acumulação à esquerda 
de X será representado por X”. Tem-se a € X’ se, e somente 
se, para todo intervalo aberto (c, a) vale (c,a)NX Æ À. 


Exemplos. 


20. Se X =(1,1/2,1/3,...,1/n,...), 0 é ponto de acumulação à 
direita, mas não à esquerda de X. Todo ponto de (a, b) é ponto 
de acumulação à direita e à esquerda para (a,b). Já o ponto a é 
apenas ponto de acumulação à direita e b é ponto de acumulação 
à esquerda. 


21. Seja K o conjunto de Cantor. Sea € K é extremidade 
inferior de algum dos intervalos retirados, então a é apenas ponto 
de acumulação à esquerda para K. Do mesmo modo, se a for 
extremidade superior de algum intervalo omitido então a é ponto 
de acumulação à direita apenas. Os pontos O e 1, embora não 
sejam extremos de intervalos omitidos, são pontos de acumulação 
de um lado apenas, por motivos óbvios. Os demais pontos de 
K são pontos de acumulação de ambos os lados. (Não sabemos 
ainda se tais pontos existem mas, se provarmos que K não é 
enumerável, resultará que eles formam a maioria pois, sendo E 
enumerável, K — E será não-enumerável. (Veja o Teorema 9.) 
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Teorema 9. Seja F C R não-vazio tal que F =P. (Isto é, F é 
um conjunto fechado não-vazio sem pontos isolados.) Então F é 
não-enumerável. 


A demonstração se baseia no seguinte 


Lema. Seja F fechado, não-vazio, sem pontos isolados. Para 
todo x € R existe Fy limitado, fechado, não-vazio, sem pontos 
isolados, tal que x É Fx C F. 


Demonstração. Como F é infinito, existe y € F, y Æ x. Se- 
ja [a,b] um intervalo fechado tal que x ¢ [a,b] e y € (a,b). 
O conjunto G = (a,b) N F é limitado, não-vazio e nenhum dos 
seus pontos é isolado. Se G for fechado, poremos Fx = Geo 
lema estará demonstrado. Caso contrário, pelo menos um dos 
a, b será ponto de acumulação de G. Neste caso, acrescentare- 
mos esse(s) ponto(s) a G para obter Fx. Ou seja, em qualquer 


hipótese, pomos F, = G. 


Demonstração do Teorema 9. Mostraremos que, dado qual- 
quer subconjunto enumerável {x}, X2; -. <; Xn;:.-} C F, podemos 
encontrar um ponto y €E F tal que y Æ Xn para todo n. Aplican- 
do repetidamente o Lema a xı e F, a xz e É, etc., obtemos uma 
sequência de conjuntos fechados limitados e não-vazios F, tais 
que FDA DRD- DFD... ex ÉF, para cada n € N. 
Escolhamos, para cada n, um ponto Yn € Fn- A segúência (yn) 
é limitada, logo possui uma subseqüência convergente vi > y. 
Dado arbitrariamente k € N, temos yñ} € Fk para todo n > k. 
Como Fy é fechado, segue-se que y = lim yi E€ Fk. Assim y € Fk 
para todo k € N, donde concluímos: 1°) y € F; 29) y Æ xy para 
todo k € N. Isto completa a demonstração. 


Corolário 1 (Equivalente ao teorema). Todo conjunto fechado 
enumerável não-vazio possui algum ponto isolado. 


Corolário 2. O conjunto de Cantor é não-enumerável. 
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4 Conjuntos compactos 


Uma cobertura de um conjunto X C R é uma família 
C = (Caber de conjuntos C C R, tais que X C U CG, isto 


AEL 
é, para todo x € X existe algum À € L tal que x € C). 
— Uma subcobertura de C é uma subfamília C' = (Ca)xer'; 
L’ C L, tal que ainda se tem XC U G. 
AEL’ 
Exemplos. 


22. Os intervalos Cy = (0,2/3), C2 = (1/3,1) e C3 = (1/2, 9/10) 
constituem uma cobertura C = (Cy, C2, C3) do intervalo [1/4, 3/4. 
Aqui L ={1,2,3}. Com efeito, [1/4, 3/4] C CGGUCUC: = (0,1). 
Tomando L’ = {1,3} temos a subfamília C’ = (C,, C3}, a qual é 
uma subcobertura de C, pois ainda vale [1/4, 3/4] C GU C; = 
(0,9/10). 


23. Seja X = (1,1/2,1/3,...,1/n,...). X é um conjunto infinito 
e seus pontos são todos isolados (isto é, XNX' = 0). Assim, para 
cada x € X, podemos obter um intervalo aberto Ix, de centro 
x, tal que I N X = {x}. A família C = (Lo)xex assim formada é 
uma cobertura de X, pois cada x € X pertence a Ix. Note-se que 
C não possui subcobertura própria: se omitirmos qualquer Ix, o 
ponto x fica “descoberto” pois x não pertence a L, algum com 


y $x. 


Teorema 10. (Borel-Lebesgue). Seja [a,b] um intervalo 
limitado e fechado. Dada uma família (Ix)xer de intervalos 


abertos tais que [a,b] C IJ In, existe um número finito deles, 

> AEL l 
Ia-ia Ian , tais que [a,b] C In U--UL,. Em outras palavras: 
toda cobertura de [a,b] por meio de intervalos abertos admite 
uma subcobertura finita. 


Demonstração. Seja X o conjunto dos pontos x € [a,b] tais 
„que o intervalo [a,x] pode ser coberto por um número finito dos 
h, isto é, [a,x] C In U---Ul,. Temos X Æ $: por exemplo, 
a € X. Seja c = supX. Evidentemente, c € [a,b]. Afirmamos 


E Pongu 


-e 
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que c € X. Com efeito, existe algum lx, = («, B) tal que c € In. 
Sendo œ < c, deve existir x € X tal que-x < x < c. Logo 
x € hẹ. Mas como x € X, temos [a,x] Ch, U- U hn e daí 
la, c) C In U- U Inn U Tao , O que prova que c € X. Mostraremos 
agora que c = b. Se fosse c < b, existiria algum c' € ly, com 
c<c'< b. Então la, c] C h, U- U Ian U lho donde c' € X,o 
que é absurdo, pois c' >c ec é o sup de X. Vemos, portanto, 
que o intervalo [a,b] está contido numa reunião finita dos I}, o 
que prova o teorema. 


Extensão do teorema acima. Em vez de intervalos I}, podemos 


supor [a,b] c |U A», uma cobertura de [a,b] por conjuntos 
AEL 
abertos quaisquer A, , e ainda existirá uma cobertura finita: 


la, b] C Azı U Az U e UAn. 


Com efeito, cada ponto x € la, b] pertence a um aberto Ax. 
Logo, para cada x em [a, b] podemos escolher um intervalo aber- 
to Ix tal que x € I% C A». Isto nos fornece uma cobertura de 
la, b] pelos intervalos L., da qual extraímos uma subcobertura 
finita [a,b] C Ix, U---Ul.,. Para cada j = 1,2,...,n, existe 
A; E L tal que I4 C Ay: assim, [a, b] C Ax U -4 U As. 


Forma definitiva do Teorema de Borel-Lebesgue: Seja 
F C R um conjunto limitado e fechado. Toda cobertura 


Fc U A de F por meio de abertos admite uma subcobertura 
ACL 
finita: 


F C An Uee U Ann- 


Demonstração. Sendo F fechado, A = R—F é aberto. E sendo 
F limitado, existe um intervalo limitado [a,b] que contém F. 


Temos [a,b] € ( U Aa) UA. Daí se extrai uma subcobertura 

AEL i 
finita F C [a, b} C A U--- UA, UA. Como nenhum ponto 
de F está em A, obtemos F C Az, U---U Azn , como queríamos 
“demonstrar. . 
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Exemplo 24. A própria reta R, sendo um conjunto fechado, 


mas ilimitado, possui a cobertura aberta R = (J (—n, +n), a 
nEN 
qual não admite subcobertura finita. Com efeito, a reunião de 


um número finito de intervalos (—n,n) é igual ao maior deles 
e, portanto, não pode ser R. Por outro lado, o intervalo (0, 1], 
sendo um conjunto limitado, mas não fechado, possui a cobertura 
1 - . 
aberta (0,] c U (5.2). da qual não se pode extrair uma 


nEN 
subcobertura finita porque a reunião de um número finito de 


intervalos da forma | —,2 |] é o maior deles e, portanto, não 
n 


pode conter (0, 11. 


Teorema 11. As seguintes afirmações a respeito de um conjun- 
to K CR são equivalentes: 


1. K é limitado e fechado; 
2. toda cobertura aberta de K possui subcobertura finita; 


3. todo subconjunto infinito de K possui ponto de acumulação 
pertencente a K; 


4. toda segiiência de pontos de K possui uma subseguência que 
converge para um ponto de K. 


“Demonstração. A forma definitiva do Teorema de Borel-Lebes- 
gue dá (1) => (2). Para provar que (2) => (3), seja X C K um 
conjunto sem ponto de acumulação em K. Então, para cada 
x E€ K, podemos achar um intervalo aberto Ix, de centro x, que 
não contém ponto algum de X — {x}. Em outras palavras, temos 
NAX ={x}sexE Xe LNX =f sex g xX. Isto nos fornece 


uma cobertura aberta K C [J Ix, da qual podemos extrair uma 
xEX 
subcobertura finita K C Ly U+- U Ix,- Em particular, esta reu- 


nião finita contém X. Ora, para cada x € X, o único intervalo 
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da cobertura original que continha x era o próprio I.. Segue- 

- se que, para cada x € X, o intervalo lų comparece na coleção 
Leo... lx, - Logo X é finito. Assim, quando se supõe que K 
cumpre a condição (2), os únicos subconjuntos de K que não 
possuem ponto de acumulação em K são os finitos. Segue-se que 
(2) > (3). 

Mostremos agora que (3) > (4). Dada uma segiiência de pon- 
tos xn € K, há duas possibilidades: ou o conjunto 
X = {x1, X2, -.., Xn; -- - } é finito ou é infinito. No primeiro caso, 
algum valor x, = Xn, =... deve repetir-se uma infinidade de 
vezes, o que nos dá uma subseqgiiência constante — e portanto 
convergente — de (xn). No segundo caso, a hipótese (3) nos dá 
a € K, um ponto de acumulação de X. Todo intervalo aberto 
(a— e, a+ €) contém uma infinidade de pontos de X e, portan- 
to, contém termos x, com índices arbitrariamente grandes. Pelo 
Teorema 9 do Capítulo IV, a é limite de uma subseguência de 
(xn). . 

Finalmente, mostremos que (4) = (1). De fato, se K fos- 
se ilimitado (digamos superiormente), tomaríamos x, € K e 
veríamos que existiria xp € K tal que x2 > xı + 1. Prosseguindo 
analogamente, obteríamos uma sequência de pontos x € K com 
Xn41 > Xn + 1. Toda subseguência de (xn) seria ilimitada e, por- 
tanto, não-convergente. Por outro lado, se K não fosse fechado, 
existiria uma sequência de pontos x € K com lim xn =x ¢ K. 
Qualquer subsequência de (xn) convergiria para x, portanto es- 
taria violada a condição (4). Isto conclui a demonstração. 


- Corolário (Bolzano-Weierstrass). Todo conjunto infinito limi- 
tado X CR possui algum ponto de acumulação. 


Observação: O Teorema 11 fornece outra demonstração do 
Corolário 1 do Teorema 10 do Capítulo IV, segundo o qual toda 
sequência limitada possui uma subsegiiência convergente. 
Chama-se compacto a um conjunto K C R que cumpre uma 
das (e portanto todas as) condições do Teorema 11. 
Por exemplo, um intervalo [a,b], o conjunto de Cantor e o 
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conjunto (0,1,1/2,...,1/n,...) são compactos. Todo conjunto 
finito é compacto. A reta R, o conjunto Q dos racionais, QNI0, 1) 
e Z não são compactos. 


Teorema 12. Seja Kı DK D--: DK D... uma segiiência 


[o 6] 
descendente de compactos não-vazios. Então K = (\ Kan é não- 
` n=] 

vazio (e compacto). 


Demonstração. Em primeiro lugar, K é fechado (como inter- 
seção dos fechados K,) e limitado porque está contido em Ky, 
por exemplo. Logo é compacto. Para provar que K não é vazio, 
escolhamos, para cada n € N, um ponto x, € Kn. Todos os 
pontos da seqüência (xn) assim obtida pertencem ao compacto 
Kı. Logo ela possui uma subsegiência convergente, Xm, — x. 
Afirmamos que x € K, isto é, x E€ Kn para todo n € N. Com 
efeito, dado arbitrariamente n € N, existe m, > n. Para todo 
mi > mM temos Xn, E Kn C Krio C Kn. Ou seja, a partir de 
um certo índice Tù, , todos os termos da sequência (xn,) per- 
tencem ao fechado Kp. Logo x = lim Xn, E Kn. Isto termina a 
demonstração. , 


Apêndice ao 84. Como aplicação do Teorema de Borel-Lebes- 
gue, demonstraremos alguns fatos sobre comprimentos de inter- 
valos. Em seguida, usaremos tais resultados para dar alguns 
exemplos interessantes. 

O comprimento do intervalo [a,b] e do intervalo (a,b) é o 
número b— a. 


mn n 
Proposição 1. Se |a, b] C U (a, bi) então b—a < } (bi— a). 

i=1 i=] 
Demonstração. Podemos admitir, sem perda de generalidade, 
que todos os intervalos abertos (a;, bi) intersectam [a, b]. Sejam 
C1 < C2 < ++ < Ck OS números a; e b; ordenados crescentemente. 
E claro que nenhum intervalo (c;,c;,1) contém um ponto a; ou 
um ponto bi. Além disso, cı < aeb < cp. Logo b—a < c—c,” 
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isto é: 
b— a< (ck — crk-1) +--+ (c3 — c2) + (c2 — c1). 


Mostraremos agora que cada intervalo (c;, c;,1) está contido em 
algum (a, bi). Para isto, examinaremos as três posições possíveis 
do ponto cj em relação ao intervalo [a, b]. Primeira: cj € la, b]. 
Neste caso, cj € (œ, bi) para algum i; como b; não pode estar en- 
tre cj e c;y1, tem-se então (cj, c;y1) C (a, bi). Segunda: cj < a; 
então cj não pode ser um b; porque isto faria com que (a, bi) 
fosse disjunto de [a,b]. Logo tem-se cj = a; para algum i. Co- 
mo b; não pode estar entre cj e c;,1, tem-se (cj, c;y1) C (0, bi). 
Terceira: c; > b. Isto implica c;y > b e, como há pouco, 
obriga que c;yy =. b; para algum i. Como a; É (c;,c;,1), con- 
cluímos que a; < cj, donde (c;,c;,1) C (a;, bi). Ora, para cada 
i = 1,2,...,n, temos q = Cp e bi = Cp+q. Desta maneira, 
podemos escrever, 


bi— a = (Cora E Cprg-1) Ferk (Cp+1 => Cp). 


n 
A soma 5 (bi — a) pode, portanto, ser decomposta em parcelas 
i=] . À 
do tipo c&j+ı — c; de modo que todas estas parcelas (quando j 
assume os valores 1,2,...,k — 1) compareçam pelo menos uma 
vez pois, como vimos, cada intervalo (c;,c;,1) está contido em 
algum (m, bi). Segue-se que Z(bi — a) > X(c;n—c))>b-—a. 


o oo 
Proposição 2. Se la, b]c U (an,bn)então b—a< 5 (by—an). 


n=] n=] 
Demonstração. Pelo. Teorema de Borel-Lebesgue, existem 
Ty, N2,... Ngk tais que 


la, b] E (anis Dni) LI) rel (anp Dn). 


Pela Proposição 1, b—a < (ba, — an) +--+ (bng — an,). Com 


o 
maior razão, b— a< > (ba — an). 
n=l 
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Proposição 3. Se > (ba — an) < b — a, então o conjunto 


n=1 


X=la,b]— U (an, bn) é não-enumerável, 
n=l] 


Demonstração. Seja c = (b — a) — E(bn — an) > O. Se 
X = {x1, X2,- . <, Xn; - . . } fosse enumerável então tomaríamos para 
cada n um intervalo aberto Jn, de centro Xn e comprimento 
c/224. Os intervalos (an, On) e mais os Jn formariam uma 
coleção enumerável cuja reunião certamente conteria (a, b]. Por 
outro lado, a soma dos comprimentos dos (an, bn) mais os com- 


; c : 
primentos dos Jn seria igual a > + L(b, — an) e, portanto, ainda 
inferior a b— a. Mas isto contradiz a Proposição 2. 


Exemplos. A. Uma coleção de intervalos abertos cujos centros 
incluem todos os números racionais de la, b], mas que não é uma 
cobertura de la,b]. Para obtê-la, seja (ry,T2,...,Tn,... | uma 
enumeração dos racionais do intervalo [a,b]. Para cada n € N, 
seja (an, bn) o intervalo aberto de centro 7, e cujo comprimento 
,b—a ' b—a i a 
é sa Então X(b, — an) = 7> logo o intervalo [a,b] não 
está contido na reunião dos (an, bn). 


B. Um conjunto fechado não-enumerável, formado apenas por 
números irracionais. Tal é o conjunto F = [a,b] — U (an, bn) 
onde os intervalos (an, bn) são os do exemplo acima. 


Exercícios 


1. Um conjunto À C R é aberto se, e somente se, cumpre a 
seguinte condição: “se uma sequência (Xn) converge para 
um ponto a € A então x, E€ À para todo n suficientemente 
grande”. 
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10. 


11. 


. Tem-se lim xn = a se, e somente se, para todo aberto A 


contendo o ponto a, existe no € N tal que n > no implica 
Xn EÀ. 


. Seja B C R aberto. Então, para todo x € R, o conjunto 


x +B = {x +y;y € B} é aberto. Analogamente, se x Æ 0, 
então o conjunto x-B = {x - y; y € B} é aberto. 


. Sejam A, B abertos. Então os conjuntos A + B = {x +y; 


xEA,y E€ B}e A- B={x:y;x € A,y E B} são abertos. 


. Para quaisquer X,Y C R, tem-se int(X N Y) = int(X) N 


int(Y) e int(X U Y) D int(X) U int(Y). Dê um exemplo em 
que a inclusão não se reduza a uma igualdade. 


. Se A C R é aberto e a € A então A — {a} é aberto. 


. Considere as funções f,g,h: R — R, dadas por 


f(x) = ax +b (a #0), g(x) =x? e h(x) = x). Mostre 
que, para cada A C R aberto, fT'{A), gA) e h™!{A) 
são abertos. 


. No exercício anterior, mostre que, para cada A C R aberto, 


f(A) e h(A) são abertos. Dê exemplo de A aberto tal que 
g(A) não seja aberto. 


. Toda coleção de abertos não-vazios, dois a dois disjuntos é 


enumerável. 


O conjunto dos valores de aderência de uma segliência é 
um conjunto fechado. 


Se X c Fe F é fechado então X c F. 
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12. Se lim xn = «eX=(x3,x2,...,Xn,-.. } então X = XU {a}. 


13 


14 


15 


16. 


Bi 


18. 


. O número 1/4 pertence ao conjunto de Cantor. 


. Sejam F, G conjuntos fechados disjuntos tais que FUG seja 
um intervalo fechado (limitado ou não). Então F = 0 ou 


G = 0. 


. Seja EC R enumerável. Consiga uma seguência cujo con- 

junto dos valores de aderência é E. Use este fato para 
mostrar que todo conjunto fechado F C R é o conjunto dos 
“valores de aderência de alguma seqüência. 
[Sugestão: Escreva N como reunião enumerável de con- 
juntos infinitos disjuntos Ni. Para cada n € N; faça 
Xn = i-ésimo elemento do conjunto E. Para a segunda 
parte, use o Teorema 6.) 


Com a notação do Exercício 4, se « é irracional, os con- 
juntos F = Z e G = «Z são fechados porém F + G não é 
fechado. Também H = (0,1,1/2,...,1/m,...) é fechado 
mas F- H não é fechado. 

[Sugestão: Exercício 58 do Capítulo IL] 


Seja K o conjunto de Cantor. Mostre que {Ix — yl; x € K, 
y € K} = [0,1]. 

[Sugestão: Observe que o conjunto dos |x — yl, com 
x,y € K, é compacto e convença-se de que ele contém to- 
das as frações próprias cujos denominadores são potências 


de 3.) 


Dado qualquer número real a > 0, existem x1,X2,...,Xn 
no conjunto de Cantor tais que x) +--.+x= a. 
[Sugestão: O exercício anterior] 


EXERCÍCIOS e 189 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


Seja K o conjunto de Cantor. Dado e > O arbitrário, exis- 
tem intervalos abertos J; = (ai, bi), “o Jn = (an, Dn) tais 


queK CJi U- UJne J (bi—qa)<e. 
izi 


Para X, Y C R quaisquer, tem-se X U Y =XUYeXNYC 
XnY. Dê um exemplo no qual a inclusão não se reduz a 
uma igualdade. 


Um conjunto A Cc R é aberto se, e somente se, 
ANXCANKX para todo X CR. 


Sejam FD FD- D FD... não-vazios. Dê exemplos 
mostrando que NF, pode ser vazio se os Fa são apenas 
fechados ou apenas limitados. 


Um conjunto não-vazio X C R é um intervalo se, e somente 
se, satisfaz a condição seguinte: “a,b € X, a<x< b> 
xEX”. 


Mostre que a interseção de uma seqüência descendente 
> LD-- DI D... de intervalos é um intervalo 
ou o conjunto vazio. 


Um conjunto é denso em R se, e somente se, seu comple- 
mentar tem interior vazio. 


Se F é fechado e À é aberto então F— À é fechado. 


Dê exemplo de um aberto A tal que À D Q mas R— À 
seja não-enumerável. 


Dê exemplo de um conjunto fechado, não-enumerável, for- 
mado apenas por números transcendentes. 


Defina a distância de um ponto a € R a um conjunto não- 
vazio X C R como d(a,X) = infllx— al; x € X} 
Prove: 
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1) da, X) =0 8a EX; 


2) Se F C R é fechado, então para todo a € R existe 
b € F tal que d{a, F) = |b — al. 


30. Se X é limitado superiormente, seu fecho X também é. 
Além disso, sup X = sup X. Enuncie e prove um resultado 
análogo para inf. 


31. Para todo X C R limitado superiormente, sup X é aderente 
a X. Resultado análogo para inf. 


32. Para todo X C R, X’ é fechado. 


33. Um número a é ponto de acumulação de X se, e somente 
se, é ponto de acumulação de X. 


34. (XU YY =X'uY. 


35. Todo ponto de um conjunto aberto A é ponto de acumu- 
lação de A. 


36. Sejam F fechado e x € F. Então x é um ponto isolado de F 
se, e somente se, F— {x} é ainda fechado. 


37. Seja X C R tal que X NX = Ø. Mostre que existe, para 
cada x € X, um intervalo aberto L,, de centro x, tal que 
xty> LNL =. 


38. Seja F C R fechado, infinito enumerável. Mostre que F 
possui uma infinidade de pontos isolados. 


39. Mostre que todo número real x é limite de uma segiiência 
de números transcendentes dois a dois distintos. 


40. Mostre que se X C R não é enumerável, então XN X’ Æ. 
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41. 


42. 


43. 


44. 


45. 
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Se A e A U{a} são abertos então a é ponto de acumulação 
de A à direita e à esquerda. 


Dê explicitamente o significado de cada uma das seguintes 
afirmações. Em suas explicações, você está proibido de 
usar qualquer das palavras grifadas abaixo: 
1) a €X não é ponto interior de X; 
2) a € R não é aderente a X; 
3) XCR não é um conjunto aberto; 
4) O conjunto Y C R não é fechado; 
5) a € R não é ponto de acumulação do conjunto X C R; 
6) X'= 0; 
7) XC Y mas X não é denso em Y; 
8) int(X) = 6; 
9) XANAX’ =f; 
10) X não é compacto. 


Se todo ponto de acumulação de X é unilateral, X é enu- 
merável. 


Seja X C R um conjunto arbitrário. Toda cobertura de X 
por meio de abertos possui uma subcobertura enumerável 
(Teorema de Lindelöf}. 

Com a notação do Exercício 4, prove: 

a) Se À é compacto e B é fechado então A + B é fechado; 


b) se À e B são compactos, então A +B e A - B são com- 
pactos; 


c) se À é fechado e B é compacto, A - B pode não ser 
fechado. 
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46. Obtenha coberturas abertas de Q e de [0,+co) que não 
admitam subcoberturas finitas. 


47. Considere as funções f, g, h do Exercício 7. Mostre que 
para K e L compactos arbitrários, f(K), g(K), h(K), f(L), 
g ML) eh-!(L) são compactos. ` 


48. As seguintes afirmações a respeito de um conjunto X C R 
são equivalentes: 


(1) X é limitado; 


(2) Todo subconjunto infinito de X possui ponto de acu- 
mulação (que pode não pertencer a X); 


(3) Toda sequência de pontos de X possui uma subseqüência 
convergente., 


49. Seja X C R um conjunto compacto cujos pontos, com ex- 
ceção de a = inf X e b = sup X, são pontos de acumulação 
à direita e à esquerda. Então X = [a, b] ou X = {a, b}. 


50. Se (Kalac é uma família qualquer de compactos, então 
nka é compacto. Se Ky,...,Kn são compactos então 
K U--- UK, é compacto. Se K é compacto e F é fechado, 
então KM F é compacto. 


51. Seja X C'R. Uma função f: X > R diz-se não-decrescente 
no ponto a € X quando existe ô > O tal quea—ó< x < 
a <y<a+õô => fix) < f(a) < f(y). (Bem entendido: 
x,y € X.) Mostre que se f é não-decrescente em todos os 
pontos de um intervalo [a, b] então f é não-decrescente em 
la, b] (isto é, xyela,b), x <y > f(x) <f(y)). 


52. Seja [a,b] C UA, onde cada A, é aberto. Mostre que é 
possível decompor la, b] em um número finito de intervalos 
justapostos de modo que cada um deles esteja contido em 

“algum Az. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 
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No exercício anterior, mostre que os intervalos nos quais se 
decompôs [a, b] podem ser tomados com o mesmo compri- 
mento. 


(Teorema de Baire). Se Fi, F2, F3, ., Fn,- - são fechados 
com interior vazio então S = HU---UF,U... tem interior 
vazio. (É preciso mostrar que, dedo abitianAmente um 
intervalo aberto I, existe algum x € IN (R — S). Imite 


a demonstração dó Teorema 6, Capítulo III, onde se tem 
pontos em vez dos fechados Fn.) 


O conjunto R — Q dos números irracionais não pode ser 
expresso como reunião enumerável de fechados. Analoga- 
mente, Q não é interseção de uma família enumerável de 
abertos. 


Se [a, b] € Uai, bi , então b— a < sA (bi — a;). Também 


E i=] 


la, b] E Ú lan, bn] implica b— a < = (bn — an). Fi- 
n=] n=] 
nalmente, resultados análogos valem para (a, b) em vez de 


la, b]. 


Seja X C R. Uma função f: X — R chama-se localmente 
limitada quando para cada x € X existe um intervalo aber- 
to L, contendo x, tal que f|L.NX é limitada. Mostre que se 
X é compacto, toda função f: X — R' localmente limitada 
é limitada. 


Dado X C R não-compacto, defina uma função f: X > R 
que seja localmente limitada mas não seja limitada. 


Sejam C compacto, À aberto e C C A. Mostre que existe 
e>0talquexecCl, ly-xi<eSveaA. 


Dada uma sequência (xn) seja Xn = {Xn, Xn+1;. -. } para 
o — 
todo n € N. Mostre que (7) X é o conjunto dos valores 


n=] 
de aderência de (xn). 
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. Uma família de conjuntos (Kj)xeL chama-se uma cadeia 
quando, para quaisquer ÀA,u € L tem-se Ka C Ku ou 
Ku C Ka. Prove que se (K)er é uma cadeia de com- 


pactos não-vazios então a interseção K = f) Ka é não-vazia 
AEL 
(e compacta). 


. Se X c R é não-enumerável, então X’ também o é. 
. Para todo X CR, X-— X' é enumerável. 


. Um número real a chama-se ponto de condensação de um 
conjunto X C R quando todo intervalo aberto de centro 
a contém uma infinidade não-enumerável de pontos de X. 
Seja Fo o conjunto dos pontos de condensação de um fecha- 
do FC R. Prove que Fo é um conjunto perfeito (isto é, 
fechado, sem pontos isolados) e que F — Fo é enumerável. 
Conclua daí o Teorema de Bendixson: todo fechado da 
reta é reunião de um conjunto perfeito com um conjunto 
enumerável. 


Capítulo VI 
Limites de Funções 


Retomaremos agora a noção de limite sob uma forma mais 
geral. Em vez de seqiiências, como no Capítulo IV, considera- 
remos funções reais f: X — R, definidas em subconjuntos arbi- 
trários XC R. A 

É bem verdade que a maioria das funções de uma variável 
encontradas em Análise são definidas em, intervalos ou em reu- 
niões finitas de intervalos. Nossa justificativa, por ter considera- 
do maior generalidade, é dupla: em primeiro lugar, o esforço 
adicional é ínfimo e compensado por uma visão mais ampla; 
em segundo lugar, o leitor deverá encontrar em seus estudos 
posteriores (funções de várias variáveis, integral de Lebesgue, 
cálculo das variações, análise funcional, etc.) funções definidas 
em domínios muito mais complicados do que intervalos da reta. 
Assim, é bom que vá ganhando mais experiência com situações 
gerais. 

Neste capítulo, como em todo o livro, não hesitamos em uti- 
lizar exemplos envolvendo funções trigonométricas, exponenciais 
e logarítmicas. Assim procedendo, estamos nos afastando da 
linha axiomática que tínhamos prometido seguir, pois somente 
nos capítulos finais é que indicaremos como desenvolver rigorosa- 
mente a teoria dessas funções. Nossa atitude se baseia no fato 
de que nosses leitores já estudaram Cálculo e portanto conhecem 
senos, cossenos e logaritmos. Além disso, tais exemplos, embora 
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constituam um precioso instrumento para fixar a aprendizagem, 
não interferem jamais no encadeamento lógico dos assuntos aqui 
expostos. 


1 Definição e propriedades do limite 


Seja f: X — R uma função com valores reais, definida num 
subconjunto X C R. (Diz-se neste caso que f é uma função real 
de uma variável real). Seja a € R um ponto de acumulação de 
X,istoé, a € X’. ` 

Diremos que o número real L é o limite de f(x) quando x 
tende para a, e escreveremos 

lim f(x) = L, 
xaa . 
para significar o seguinte: para cada número real € > 0, dado 
arbitrariamente, podemos encontrar ô > O de modo que se tenha 
f(x) —L|< £ sempre que x € X e 0 < |x— al < 6. 
Portanto, quando a é ponto de acumulação do domínio de 


f, a expressão lim f(x) = L é uma abreviatura para a afirmação 
xaa 


abaixo: | 
 Ve>035>0;xeX, 0< |x- a] < 5> |f(x) -L| < e. 


Note-se que O < |x— a] < 6 quer dizer que x pertence ao 
intervalo (a — ô, «+ 5) e é diferente de a. Assim, lim f(x) =L 
significa que, para todo intervalo aberto (L — g, L + e), 
existe um intervalo aberto (a — ô, a + 6) tal que, pondo-se 
Vs. = (X— {a} N (a — 5, a + 5), vale f(Vs) c (L— e, L+ e). 

Observe que V; = {x € X; 0 < |x— al < 5). Uma notação 
mais completa (e bem mais “carregada” ) seria Vx(a; 5). 

Em linguagem mais simples: é possível tornar f(x) arbitra- 
riamente próximo de L, desde que se tome x € X suficientemente 
próximo de a (e diferente de a!). 


Observações: 1. De acordo com a definição dada, só tem sen- 
tido escrever lim f(x) = L quando a é ponto de acumulação de 
xa 
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domínio X da função f. Se quiséssemos considerar a mesma defi- 
nição no caso em que a É X’ então todo número real L seria 
limite de f(x) quando x tende para a! Com efeito, sendo a ¢ X’, 
existe ô > 0, tal que Vs = (X — {a} N (a — õ, a +65) = Ø (isto 
é, 0 < |x— aļ < 5, x € X, não se verifica para x algum). Então, 
dado qualquer £ > 0, escolheríamos este ô. Seria sempre verdade 
que ® = f(V5) c (L— e, L + €), seja qual fosse L. Logo teríamos 
L = lim f(x). 


x—a 


2. Ao considerarmos o limite lim f(x), não exigimos que a 
x5a 


pertença ao domínio da função f. Nos casos mais interessantes 
de limite, tem-se a É X. 


3. Mesmo que se tenha a € X, a afirmação- lim f(x) = L nada diz 


a respeito do valor f(a). Ela descreve apenas o comportamento 
dos valores f(x) para x próximo de a, com x Æ a. Explici- 
tamente, é possível ter-se lim f(x) Æ f(a). Veja o Exemplo 4 
xa 
adiante, ou então considere f: R — R onde f(x) = 1 para todo 
x&£0 e f(0) =0. E imediato que lim f(x) =1. 
xXx 


4. Quando nos referimos à função f, fica implícito que ela tem 
um domínio bem especificado, a saber: o conjunto X. Em ou- 
tras palavras, dar f implica em dar X. Assim, ao escrevermos 
lim f(x) = L, está subentendido que x varia em X. Às vezes, 


entretanto, pode haver perigo de ambigiidade. Nestes casos, 


poderemos usar a notação pleonástica lim f(x) =L. 
x>a,xeX 


5. Se tim f(x) = L então o ponto L é aderente ao conjunto 


f(X— La), pois cada intervalo aberto de centro L contém pontos 
deste conjunto. Mais ainda (e pelo mesmo motivo): para cada 
ô > 0, pondo V; =(X—(a)n(a—ôd, a + 5), temos L € f(Vs). 

Os teoremas abaixo estabelecem as principais propriedades 
do limite de uma função. 


Teorema 1. (Unicidade do limite). Sejam X C R, f: X =R, 
acexX'. Se lim f(x) = L; e lim f(x) = Ly, então L = L2. 
x 9a xa 
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Demonstração. Dado qualquer £>o0, existem d/>0 e d2>0, tais 
que para x € X, 0 < Ix—al< & > If(lx)—L]< £/2 e 
O<i|ix—al< 6 => |f(x)— L| < £/2. Seja ôminfô,,d2). Como 
a € X’, podemos obter X € X, tal que 9 < e — aq) < 6. Então 


IL; Lh < < |L; — f(X)| + If(X) — L| < — 2 Ea = = €. isto nos dá 


[Ly — Lo] < £ para todo e > 0, logo Lı = L2. 

Teorema 2. Sejam X CR, f:X5R, ae X'. DadoY CX 
tal que a € Y', ponhamos g = f|Y. Se lim f(x) = L, então 
lim g(x) = L. Se Y = INX onde I é um intervalo aberto contendo 
a, então lim g(x)=L> lim f(x) =L. 


Demonstração. Evidente. 


Observação: A primeira parte do Teorema 2 é análoga à afir- 
mação de que toda subseqiência de uma seqüência convergente 
é ainda convergente e possui o mesmo limite. A segunda parte 
afirma que a existência e o valor lim f(x) dependem apenas do 


comportamento de f numa vizinhança de a. 


Teorema 3. Sejam X C R, f:X — R;a e X’. Se existe 
lim f(x) então f é limitada numa vizinhança de a, isto é, existem 


ADO, ô>0tais queO<|x—-al<5,xeX=>If(x)]<a. 


Demonstração. Seja L = lim f(x). Tomando € = = 1 na defi- 


nição de limite, obtemos ô > 0 tal que x € X, 0 < ix —a|<b> 
la J= lats f(x JI < ILI + 1. Tomemos este ô e ponhamos 
=|L|+1. 


Teorema 4. Sejam X C R,f,g,h: X 5 R, a € X’. Se, para 
todo x € X, x Æ a, for f(x) < g(x) < h(x) e, além disso, 
tivermos lim f(x) = lim h(x) = L, então lim g(x) = L. 


Demonstração. Dado £ > O arbitrariamente, existem ô; > O 
ed > 0 tais que, para x € X,0<Ix-al< 6 > L-e < 
flx)<L+ee0O<i|x-al<d=>L-e<nh(x)<L+-+e. Seja 
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ô = minf/6,,02). Então, x € X, 0 < |x— al < 8 > L—e < f(x) < 
g(x) < h(x) < L + £, donde lim g(x) ZE: 

Teorema 5. Sejam XCR, a€EX', f, g: X5R. Se lim f(x)=L e 
lim g(x) = M com L < M então eriste 5 > 0 tal que x E X, 
xa À 

O<|x—-al<o>f(x)< g(x). 


M-L L+M 
Demonstração. Seja e = > 0. Então L+He = ias 


M — e. Existe ò > 0 tal que x € X, 0 <.|x— al < ô > f(x) € 

L 
(L—e, L+e)e g(x) € (M= eM +e), donde f(x) < 5 
g(x). 


< 


Corolário 1. Se lim f(x) = L > O então existe © > O tal que 
xa 
xEX,0<|İx—al< ô> f(x) >0. 


lim f(x) = L, lim g(x) =M então L < M. 
x>a x5a 


Corolário 2. Se f(x) < g(x) para todo x E€ X, x £Zae 


Teorema 6. Sejam X CR, f:X 5 R, a € X’. Para que 
lim f(x)=L, é necessário e suficiente que se tenha lim f(x)=L 
x>a nao 


para toda seqüência de pontos Xn € X — {a}, tal que lim xn =a. 
noo 


Demonstração. Suponhamos que lim f(x)=L e que lim xn=a, 
X-a nao 

com Xn E€ X-— {a}. Dado € > 0, existe ô > O tal que 

0 < |x-al<ôxe X > |f(x) —L| < é. Existe também 

no € N tal que n > no > 0 < [xn — al < ô. Segue-se que 

n > no > lf{xn)— El < £, donde lim f{xn) = L. Para demons- 


trar a recíproca, suponhamos que não se tenha lim f(x) = L. 
. ' x>a 
Então existe e > O tal que para todo n € N podemos obter 
Xn €EXcom0<Ixm-—al<Lelf(x)-L|>e. Então xn > a, 
mas não se tem lim f{xn) = L. 
T-2200 


Corolário 1. Para que exista lim f(x) é necessário que exista 
x5a 

lim f(x.) e independa da segiência de números xn E X — fa) 

noo 


com lim x, =a. 
nao 
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Corolário 2. Para que exista lim f(x) é suficiente que exista 
xa 


lim f(x,) para toda segiência de números Xn € X— {a} tal que 


lim x =a. 
ki tarde] 


Com efeito, se tal limite -existe para toda seqüência dessa 
natureza, então lim f(xn) não dependerá de seqüência (xn), pois 
se fosse lim f{xn) = L e lim f{yn) = M, com Xn, Yn E X — {a}, 
lim xn = a, limyn = a e L Æ M, formaríamos a seqüência (zn) 
com Z2k = Xk, Z2k-1 = Uk € teríamos Zn € X — {a}, Zn — a mas 
(f(zn)) não convergiria. ; 


Teorema 7. Sejam X CR aEX e fig: X—> R. Se 
lim f(x x)=Le lim g(x) = M, então lim[lf(x) + g(x)]] =L+M e 
xa 


lim rt) g(x p= E M: Se M £0 então limlf(x)/g(x)] = L/M. 
Se “tm f(x) = O e existe uma constante A tal que lg(x)| < A 
x—a 


para todo x E X— {a} então lim [f(x) -g(x)] = 0, mesmo que não 
exista lim g(x). 
x-sa 


Demonstração. Usar as propriedades análogas, demonstradas 
no Capítulo IV para limites de sequências, e aplicar o Teorema 
6. Note que, para o limite do quociente, deve-se empregar o 
Teorema 5 a fim de saber que f(x)/g(x) tem sentido para todo 
x suficientemente próximo (e diferente) de a. Como exemplo, 
vejamos o limite do produto. Para toda sequência de pontos 
Xn E€ X—{a} com lim xn = a, temos lim[f(xn)-g(xn)] = lim f(x,)- 
lim g(xn) = L. M. Logo lim [f(x) -g(x =L- M. 


Observação: Como no caso de seqüências, observamos que, se 


lim g(x) = 0, então o quociente at 


g(x) 


só pode ter limite (quando 


x > a) se for também lim f(x) = 0, pois f(x) = g(x) - o, 
xa x 
Caso se tenha lim g(x) = O mas não valha lim f(x) = 0, o 


quociente f(x)/ glx ) não pode sequer ser limitado na vizinhança 
de a. 
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Teorema 8. (Critério de Cauchy para funções). Sejam X C R, 
aceX ef:X > R. Para que exista lim f(x) é necessário e 
suficiente que, dado arbitrariamente E > O sê possa obter ô > 0, 
tal que x,y E X, 0 < xx— al < &, 0 < hy — al < 5 impliquem 
If(x)— f(y)] < e. 


Demonstração. Se existe lim f(x) = L, então, dado e > 0, 
a 


podemos obter 5 > O, tal que x,y E X,0< Ix—al < 5, 
O<ly-a<bo> I|flx)-—-L<e2Ify)-L<e/2=> 
f(x) — f(y)] < |f(x) — LI + |f(y) — L| < e. Reciprocamente, se 
esta. condição é satisfeita, então, dada uma segiiência arbitrária 
de números reais Xn € X— {a} com limix, = a, a segiiência 
(f(xn)) é de Cauchy. [Com efeito, dado e > 0, tomamos 6 > O 
fornecido pela condição admitida. Existe então rio € N tal que 
m,n > m > 0< |xm— al< e0 < |xn— al< õe, portanto, 
F(xm) — f(xn)| < €.] Logo (f(x,)) é convergente. Pelo Corolário 
2 do Teorema 6, existe lim f(x). 


Vejamos agora o que ocorre com o limite de uma função com- 

posta. 
A situação que temos em mente é a seguinte: X,Y C R, 
f:X>R, g: Y—>R,ac€xX', bey, lim f(x)=b e lim g(y)=c. 
x5a vb : 


Para que tenha sentido falar em g(f(x)), x € X, supomos que 
f(X) c Y. Gostaríamos de poder concluir, nestas condições, que 


lim g(f(x)) =c. 
xa 
Com efeito, a é ponto de acumulação do domínio da função 
gof: X>R. Logo, tem sentido considerar lim g(f(x)). Além 


disso, como g(y) tende para c quando y tende para b, é plausível 
imaginar que isto ocorre, em particular, para y da forma 
y = f(x). Há, entretanto, uma dificuldade: para que g(y) se 
aproxime de c.é necessário que y fique próximo de b, mas sem- 
pre seja y Æ b! E nada garante que f(x) Æ b. 

Vejamos um exemplo simples: f: R — R é a função iden- 
ticamente nula, g: R — R é definida por g(x) = 1 sex Æ 0, 
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“g(0) = 0. Então lim f(x) = 0, lim g(x) = 1, mas lim g(f(x)) = O 
x50 Voo : x—0 
(e não 1). 

Pode ocorrer ainda que, quando x > a, f(x) assuma infini- 
tas vezes o valor b para valores de x diferentes. Neste caso, 
se lim g(y) for diferente de g(b), então não existirá lim g(f(x)) 

vb x5a 
embora existam lim f(x) = be lim g(y) =c. 
xa vob 

Por exemplo, sejam f: R — R e g: R > R definidas assim: 
f(x) = 0 se x é irracional, e f(x) = x se x é racional; g(y) = O 
se y Æ 0 e g(0) = 1. Então lim f(x) = 0e lim g(y) = 0, mas 
não existe lim g(f(x)), pois, se x é racional e diferente de zero, 


temos g(f(x)) = O enquanto x £ O irracional dá g(f(x)) = 1. 


Exposta a dificuldade, a solução é simples. Basta impor que 
lim gly) = g(b). Temos o 
y=} 


Teorema 9. Sejam X,Y C R, f:X 5 R, g: Y > R com 
f(X) CY. Sejama E X'ebeYNY. Se limf(x) =b e 
xaa 


lim g(u) = c tem-se lim g(f(x)) =c, desde que seja c = g(b). 
yb xa 


Demonstração. Dado e > 0, existem > 0 tal que y E€ Y, 
ly — b| <n > Ig(y)-—c|< e. (Não requeremos que seja y Æ b, 
porque g(b) = c fornece automaticamente |g(b) — c| < e.) A 
partir dem, obtemos ô > O tal que x € X, 0 < kx —alļ < ô => 
f(x)—b| <n. Então, x € X,0<|x—al< ô > |g(f{(x))— c] < e, 
o que dá o resultado procurado. 


2 Exemplos de limites 


1. Seja f: R > R a aplicação identidade, isto é, f(x) = x para 


todo x € R. Então é evidente que lim f(x) = a para qual- 
xa 
quer a € R. O Teorema 7 nos dá limlf(x) - f(x)] = a?, ou 
xa 
seja, lim x? = a°. O mesmo teorema, aplicado n — 1 vezes, 
xa 


nos fornece lim x” = a”, para todo n € N. Segue-se daí (com 
xa 


[SEC. 2: EXEMPLOS DE LIMITES -= 203 


auxílio das outras partes do teorema) que, para todo polinômio 

p(x) = ax" + ax +... + An-1X + qn, tem-se lim p(x) = 
x5a 

pla), seja qual for a € R. Também para toda função racional 


P(x) 
f= 


desde que o denominador não se anule no ponto a, isto é, q(a) 0. 
Quando g(a) = 0, então o polinômio q(x) é divisível por (x—a). 
Escrevamos então g(x) = (x — a)™qı(x), onde qıla) # 0e 
m e N. Ponhamos também p(x) = (x— a)” . py(x), com 
pila) £0. Se for m = n, então lim f(x) = pi(a)/gi(a), porque 
f(x) = pilx)/gi(x) para todo x £ a. Se for n > m, então 
lim f(x) = 0, pois f(x) = (x — a)™™ - [pı (x)/qr(x)] para to- 
x5a 

do x Æ O. Finalmente, sen < m, então lim f(x) não existe, 

xa 

pois f(x) = pi(x)/I(x — a)™™ - q;(x)], onde o denominador tem 
limite zero e o numerador não. (Veja a observação seguinte ao 
Teorema 7.) 


, quociente de dois polinômios, tem-se lim f(x)=f(a), 
x5a 


2. Sejam f: R — {0} > R, g:R-—-(1)5Reh:R-(0)5R 

y ; 

= e h(x) = E Tem-se 

f(x) = c para todo x Æ 0 e g(x) = x+ 1 para todo x Æ 1. 

Logo lim f(x) = ce lim g(x) =2. (Note-se que f(0) e g(1) não 
x x 


dadas por f(x) = z, g(x) = 


estão definidos.) Por outro lado, não existe lim h(x), poish é o 
x— 


quociente de duas funções, das quais o denominador tem limite 
zero e o numerador tem limite 1. (Veja a abssrvação em seguida 
ao Teorema 7.) 


3. Seja f: R > R definida por f(x) = 0 sex é racional e f(x) = 1 
se x é irracional. Qualquer que seja a € R, não existe lim f(x), 
em virtude do Teorema 6: fazendo Xn tender para a por val- 
ores racionais teremos f(xn) = 0, logo f(xn) — 0. Mas fazendo 
Xn — q, por valores irracionais teremos f(x,) = 1. Se pusermos 
g(x) = (x— a)f(x), teremos lim g(x) = 0. 
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1 
4. Seja f: Q > R definida por f (E) = A se p/q é uma fração 
irredutível com q > 0, e f(0) = 1. Para todo número real a, 
temos a € Q’, logo tem sentido falar em lim f(x). Afirmamos 
x5a 
que este limite é zero, seja qual for a € R. Devemos então provar 
o seguinte: fixado a € R e dado £ > 0, podemos achar 6 > O tal 


1 
queo< [E-al<b>a>7. 


Ora, o conjunto F = {q E N; q < 1/e} é finito. Para ca- 
da q € F fixado, as frações m/q, m € Z, decompõem a reta 
em intervalos justapostos de comprimento 1/g. Seja mg E Z o 
maior inteiro tal que mq/q < a. Como F é finito, existe m/q', 
a maior das frações mq/q, para todo q € F. Assim, m/q” 
a maior fração que tem denominador em F e é menor do que 


; n z 3 
a. Analogamente, existe —-, a menor fração com denomina- 
, q! 
n y ; 
dor em F, tal que a < q” Salvo possivelmente a, nenhum 


; , : m n ; 
número racional do intervalo q q” pode ter denominador 


; f mm 
em F. Assim, se escrevermos 6 = min { a— —,-— — 4 p, vere- 
q q 


1 
<b> q$€F5>q> z» como queríamos 


mos que 0 < [B-a 


provar. 


5. Seja f: R—{0} > R definida por f(x) = + (Isto significa: 
x 


f(x) =x+Isex>0ef(x)=x—1sex< 0.) Então lim f(x) 


1 
não existe pois lim f (x) =]e lim f (=) =—1. 

no n noo n 
6. Um dos exemplos mais populares de uma função sem limite 
é dado por f: R — {0} — R, onde f(x) = sen(1/x). Tomando-se 


I= temos Xn — 0 e lim f(xn}) = 0. Por outro lado, para 


=] nd 
kez (2nm + 5) , vale xn — 0 e lim f{xn) = 1. Na realidade, 
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para todo número c € [—1,+1], podemos obter uma seqüência 
de pontos x, £ 0, com xn — 0 e f(xn) = c para todo n. Basta 
tomar um número b tal que sen b = ce por Xn = (b+2mn)”. 
Assim não existe lim sen(1/x). Mas esta função é limitada. Logo 


1 
vale lim g(x) - sen G = 0 para toda função g: R — (0) > R 
XxX 
tal que lim g(x) = 0. Em particular, para todo n E N, temos 
xXx 


lim x” -sen(1/x) = 0. 


3 Limites laterais 


Sejam X CR, f:X >» Rea e X}. Lembramos que a 
notação X! representa o conjunto dos pontos de acumulação à 
direita de X. Tem-se a € X} se, e somente se, para todo ô > O 
vale XN(a,a+5) <Q. Por exemplo, O é ponto de acumulação 
à direita de [0, 1). 

Consideremos portanto, a, ponto de acumulação à direita do 
domínio da função f: X > R. 

Diremos que o número real L é o limite à direita de f(x) 
quando x tende para a, e escreveremos 


lim f(x) = L, 


x—a+ 


quando, para todo £ > O dado, for possível obter ô > O tal que 
H(x) —L|< £ sempre qexe Xe0<x—a< ð. 
Assim, lim, f(x) = L é uma abreviatura para a seguinte afir- 
xaa 


mação: 
ve >03 DO xEX, 0<x—a< ò> j|f(x)—-L|< e. 


Ou seja, tem-se lim f(x) = L se, e somente se, para todo £ > 0 
xaa 


dado, existe > O tal que x € (a, a+8)NX > f(x) € (L—e, L+e). 
De modo análogo se define o limite à esquerda. Se a é um 
ponto de acumulação à esquerda (a € X') do domínio da função 
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f: X —» R, diremos que o limite à esquerda de f(x), quando x 
tende para a, é o número L, e escreveremos 


lim f(x) =L, 
xa” 
para exprimir que a todo £ > 0 dado, pode-se fazer corresponder 
um ô > 0 tal que x € X, 0 < a—x < ô > |f(x)— LI < £, ou seja, 
xexXxn(a-s a) > f(x) € (L-e, L+e). va 
A demonstração do teorema abaixo é imediata. 


Teorema 10. Sejam X CR, f:X — R, a € Xi. Ponhamos 
Y=XN (a, +20) eg = f|Y. Então lim f(x) = L se, e somente 


x=a 
se, lim g(x) = L. Um resultado análogo vale para o limite à 
x—a . 


esquerda. 


Portanto o limite à direita (bem como o limite à esquerda) 
recai no limite ordinário de uma restrição de f. 
Uma consegiiência direta do Teorema 10 é que valem para 
“os limites laterais (à direita e à esquerda) os resultados expres- 
sos pelos Teoremas 1 a 9, com as devidas adaptações. Essas 
adaptações consistem simplesmente em substituir nos enuncia- 
dos, (a — ô, a + ò) por (a, a+5)elx— al por x — a no caso de 
limite à direita. Nos limites à esquerda, tomar (a— ô, a) em vez 
de (a — ð, a +ò) e a— x em vez de |x — al. 


Teorema 11. Seja X C R, f: X > R ea e XL NAX.. Então 
existe lim f(x) = L se, e somente se, existem e são iguais os 
xa 
limites laterais lim f(x) = lim f(x) =L. 
x—a+ xa” 

Demonstração. Se existe o limite ordinário, existem os late- 
rais e coincidem com o primeiro, em virtude dos Teoremas 2 e 
10. Reciprocamente, se lim f(x) = lim f(x) = L então, dado 

x5a+ x5a- 


e >0, existem ð, > 0 e ô > 0 tais que x € XN (a, a +8) > 
f(x)—-Il<eexeXn(a-õda) > Iflx)-—-L| < e. Seja 
ô = min(d1, 62). Então xe(X—(abn(a—6,a-+5) > |f(x)—Lij<e. 
Logo lim f(x) = L. 


x5a 
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Exemplos. 

7. Para a função f: R — {0} > R, definida por f(x) = x + i 

temos os limites laterais lim f(x) = 1 e lim f(x) = —1, pois 
x50+ x=0— 

f coincide com x + 1 em (0,+c0) e com x — 1 em (—00,0). Já 


a função g: R— {0} > R, g(x) = z não possui limite lateral à 


esquerda nem à direita no ponto O. 
8. Seja f: RR definida por f(x)=e7!/*. Então lim f(x)=0 mas 
` x= 


dim f(x) não existe porque f(x) não é limitada para x negativo 
perto de zero. 

Uma função f: X — R (onde X C R) chama-se crescente 
quando x,y € X, x < y > f(x) < f{y). Se x < y (com x,y € X) 
implica apenas f(x) < f(y), f chama-se não-decrescente. De mo- 
do análogo se define função decrescente e função não-crescente. 
Uma função de qualquer destes tipos chama-se monótona. 

O resultado abaixo é o fato mais importante a respeito de 
limites laterais. 


Teorema 12. Sejam X C R, f: X > R uma função monótona 
limitada, a € X| ebEe XL. Existem os limites laterais 


L= lim f(x) e M= lim f(x). 


x—a+ xb— 


Demonstração. Para fixar as idéias, suponhamos f não-decres- 
cente. Seja L = inflf(x);x € X, x > aj. Afirmamos que L = 


lim f(x). Com efeito, dado £ > O arbitrariamente, L + £ não 
x5a 


é cota inferior do conjunto (f(x); x € X, x > al. Logo existe 
d>Otal quear+õdeXeL<f(a+5)<L-+e. Como f é não- 
decrescente, sex EXea<x< a+ ð então L< f(x)<L+e, 
o que prova a afirmação feita. Pondo M = suplf(x); x E X, 


x < b}, verificaríamos de modo análogo que M = lim f(x). 
x—=b7 
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Observações: 1. Uma sequência monótona limitada é sempre 
convergente, enquanto que pode não existir o limite ordinário 


de uma função monótona limitada. (Veja f(x) = x + — no 


E | 
ponto 0.) A explicação é que o limite de uma sequência é sempre 
um limite lateral (à esquerda, pois tem-se n > co com n < 00). 


2. Sea € X então é desnecessário supor f limitada; se f é não- 
decrescente, por exemplo, então f(a) é uma cota inferior para 
(f(x); x > a} e uma cota superior para (f(x); x < a}. 


4 Limites no infinito, limites infinitos, 
expressões indeterminadas. 


Seja X C R ilimitado superiormente. Dada f: X —> R, 
escreve-se 
lim f(x)=L, 


x= +00 


quando o número real L satisfaz a seguinte condição: 
Ve >0 JA >00; xEX, x>A>|f(x)—-L| <e. 


Ou seja, dado arbitrariamente £ > 0, pode-se encontrar A > 0 
tal que |f(x) — L| < £ sempre que x > A. 

De maneira análoga define-se dim f(x) = L, quando o domí- 
nio de f é ilimitado inferiormente: para todo € > O deve existir 
A>Otal que x < —A > If(x) —L|< e. 

Valem os resultados já demonstrados para o limite quando 
x5 a, a E R, com as adaptações evidentes. 

Os limites para x > +00 e x = —oo são, de certo modo, 
limites laterais (o primeiro é um limite à esquerda e o segundo 
à direita). Logo vale o resultado do E 12: se f: X => R 
é monótona limitada então existe Jim f f(x) (se o domínio X for 

oo 


ilimitado superiormente) e existe dit f(x) se o domínio de f for 


ilimitado inferiormente. 
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O limite de uma segiiência é um caso particular de limite no 


infinito: trata-se de lim f(x), onde f: N — R é uma função 
XxS+00 


definida no conjunto N dos números naturais. 


1 ; E p 
Exemplo 9. lim — = lim — = 0. Por outro lado, não existe 
x—-oo Xx Xx——oco X s 
lim senx nem lim senx. Vale lim e* = O mas não existe 
x—oo X—00 Xx—— oo 


lim e*, no sentido da definição acima. Como fizemos no caso 
X—+Hoo 


de segiências, introduziremos “limites infinitos” para englobar 
situações como estas. 

Em primeiro lugar, sejam X C R, a € X’, f: X>5R. Diremos 
que lim f(x) = +20 quando, para todo A > O dado, existe ô > 0 


tal que 0 < |x — al < ô, x € X > f(x) > A. 


Por exemplo, tim = +oo, pois, dado À > 0, tomamos 


a(x— a)? 
= 1/VA. Então 0 < |x— a| < ô = 0:< (x — a}? < 1/A > 
Toa PA. 
(x— a)? 

De modo semelhante, definiremos lim a f(x ) = —oo. Isto sig- 
nifica que, para todo A > O, existe Eu > O tal que x E€ X, 
0< Ix—al < 5 > f(x) < —A. Por exemplo, lim ——— = —oo. 

x5a (x — a)? 

Evidentemente, as definições de lim f(x) = +o, 


xoa+ 


lim f(x) = +00, etc. não apresentam maiores dificuldades e são 
xa” 


deixadas a cargo do leitor. Também omitiremos as definições de 
lim f(x) = +oo, lim f(x) = +oo, ete. Por exemplo, 
X-—+oo X——o0 


1 
lim ( ) = +00, lim ( l ) =- 
x5oa+ \x— q x5a— Àx— q 


lim e*=+oo, Jim xt=+oo (ke N). 


Deve-se observar enfaticamente que +co e —oco não são 
números reais, de modo que as afirmações lim f(x) = +oo e 
x5a 


lim f(x) = —oo não exprimem limites no sentido estrito do ter- 
xa 


mo. Examinaremos agora, de modo sucinto, as modificações que 
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devem sofrer os teoremas acima demonstrados para que conti- 
nuem válidos no caso de limite infinito: 

1. Unicidade do limite. É claro que se lim f(x) = +oo então 
não se pode ter lim f(x) = L , L € R, pois f será ilimitada numa 

x-sa 
vizinhança de a. Tampouco pode-se ter lim f(x) = —oo pois f 
x5a 
será positiva numa vizinhança de a. 
2. Se lim f(x) = +oo, então, para todo Y C X com a E Y’, 
xa 
pondo-se g = f|Y, ainda lim g(x) = +00. Se Y = Xn(a-—ó, a+6) 
xa 


então lim g(x) = +oo > lim f(x) = +oo. 
x5a xa 


3. Evidentemente, se lim f(x) = +oo, então f não é limitada em 
x5a 


vizinhança alguma de a. 


4. Se f(x) < g(x) para todo x € X e lim f(x) = +oo então 


x5a 
lim g(x) = +00 . 
x5a 4 
5. Se lim f(x) = L, Le Re lim g(x) = +oo, então existe ô > 0 
x5a x5a 
tal qe x € X, 0 < |x — aj < ô > f(x) < g(x). 
6. Para que se tenha lim f(x) = +00 é necessário e suficiente 


que seja lim f(xn) = +00 sempre que xn € X—{qa} e lim xn = a. 
nooo . 


7. Os enunciados sobre lim(f + g), lim(f - g) e lim l são 


análogos aos do Teorema 14, Capítulo IV, sobre limites infinitos 
de seqüências. 


8. Não há nada semelhante ao critério de Cauchy para limites 
infinitos. 


9. Se lim f(x) = +œ e lim g(y) =L (ou lim g(y) = +00) 
Ytoo Voo 


xa 


então lim g(f(x)) =L (ou lim g(f(x)) = +00). 


10. Quando admitimos limites infinitos então existem sempre os 
limites laterais de uma função monótona f: X — R em todos 


[SEC. 4: LIMITES NO INFINITO no 211 


os pontos a € X'. (Ou mesmo quando x — too.) Tem-se 
lim f(x) = L, L € R se, e somente se, para algum 5>0, fé 


x-sa+ 
limitada no conjunto XN(a, a +65). No caso contrário (isto é, se 


f é ilimitada — digamos superiormente -em XN (a, a +65) para 
todo ô > 0) então lim f(x) = +oo. 
x>a+ 
Diremos agora algumas palavras sobre “expressões indetermi- 


nadas”. Costuma-se dizer que as expressões P œ — 00, O x œ, 


o0 ar ; RA ? 
—, 0º, 00º, 1º são indeterminadas. Que significa isto? 
09 


0 ai eso ta 
Vejamos, por exemplo, 5 Evidentemente esta expressão não 


tem sentido aritmético pois a divisão por zero não está definida. 


0 : ; : ; 
Dizer que — é indeterminada tem o seguinte significado preciso: 


0 
Sejam X CR, f£,g:X > R, a € X’. Suponhamos que 


lim f(x) = lim g(x) = 0 e que, pondo Y = {x € X; g(x) Æ 0), 
xa xa 


; „~ f(x ; iyt 
se tenha ainda a € Y’. Então 1 está definida no conjunto 


g(x) 
x 
Y, e faz sentido indagar se existe lim . Pois bem; nada se 
x>a g x) 


pode dizer, em geral, sobre este limite. Dependendo das funções 
f,9g, ele pode assumir qualquer valor real ou não existir. Por 
exemplo, dado qualquer c € R, tomando f(x) = cx e g(x) =x, 


f 
temos lim f(x) = lim g(x) = 0, enquanto lim Lx) =c 
x50 x50 x50 g(x) 

Por outro lado, se tomarmos f(x) = x- Essa (x £ 0) e 
g(x) = x, teremos lim f(x) = lim g(x) = 0, mas não existe 

f(x) x0 x—=0 
lim a 
50 g(x) 


Pelo mesmo motivo, co — co é indeterminado. Isto quer di- 
zer: podemos achar funções f,g: X — R, tais que tim f(x) = 


lim g(x) = +o, enquanto limlf(x) — g(x)), Šeper nda das 
xa x5a 


nossas escolhas para f e g, pode ter um valor arbitrário c € R ou 
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pode não existir. Por exemplo, se f, g: R — {a} — R são dadas 


1 z 
por f(x) =c + xa) e g(x) = ED então lim f(x) = 


(x— a 
lim g(x) = +co e lim [f(x) — g(x)] = c. Analogamente, se 
x50 Xx—a 
1 1. ` . 
f(x) = sen — Ka e g(x) = Da? não existe 


lim [f(x) — g(x). 
x—a 
Mais um exemplo: dado qualquer número real c > O podemos 
achar funções f,g: X>R, com a€eX' e lim f(x)= lim g(x)=0, 
xa x5a 
f(x) > O para todo x € X, enquanto lim f(x) = c. Bas- 
xa 
ta, por exemplo, definir f,g: (0,+c0) — R pondo f(x) = x, 


logc 
g(x) = log x 


(Tome logaritmos de ambos os membros.) Portanto limf (x) 96) =e, 
x>5 


Neste caso, vale f(x) = c para todo x Æ 0. 


Ainda neste caso, podemos escolher f e g de modo que o limi- 
te de f(x)? não exista. Basta tomar, digamos, f(x) = x e 


g(x) = log ( + ) “(log x)". Então f(x)9®® = 1+ 


e, portanto, não existe lim f(x)9t9. 
x50 


sen — 
x 


sen — 
X 


Estes exemplos devem bastar para que se entenda o signifi- 
cado da expressão “expressão indeterminada”. O instrumento 
mais eficaz para o cálculo do limite de expressões indeterminadas 
é a chamada “Regra de L'Hôpital”, que é objeto de infindáveis 
exercícios nos cursos de Cálculo. 

Encerraremos estas considerações lembrando que os limites 
mais interessantes da Análise não podem ser calculados direta- 


mente a partir de teoremas gerais do tipo do Teorema 7, 
isto é, provêm de expressões indeterminadas. Por exemplo, 
n 


e= lim (1+ z) se origina de uma indeterminação do tipo ` 


noo 
1º. .Outro exemplo: a derivada f'(a) = lim f) — fla) 
. x5a Xx— q 


vem de 


0 
uma indeterminação do tipo 5 
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5 Valores de aderência de uma função; 
lim sup e lim inf 


Em todo este parágrafo, salvo menção em contrário, consi- 
deraremos um subconjunto X C R, uma função f: X > R e um 
ponto de acumulação a €E X”. 

Para todo ô > 0, indicaremos com a notação Vs o conjunto 


(xeX;0<|x-al<6)=(X-labn(a—s, a+6). 


Diremos que f é limitada numa vizinhança de a quando exis- 
tir algum ô > 0, tal que EA seja limitada. (Ou seja, tem-se 
f(x)l < k para todo x € Vs, onde k € R é uma constante 
conveniente.) 

Um número real c chama-se um valor de aderência de f no 
ponto a quando existe uma seqüência de pontos xn € X—{a} tal 
que lim x =ae lim f(xn) =c. 

n-—00 n— 00 


O Teorema 6 assegura que se lim f(x) = L então L é o único 
xa 


valor de aderência de f no ponto a. Mostraremos que a recíproca 
é verdadeira quando f é limitada numa vizinhança de a. Sem 
esta hipótese de limitação, pode ocorrer que L € R seja o único 
valor de aderência de f no ponto a sem que valha L = lim f(x). 


Por exemplo, seja f: R — R definida por f(x) = 1 se x é racional 
1 A 

e f(x) = — se x é irracional. Então 1 é o único valor de aderência 
x 


de f no ponto O mas não existe lim f (x). 
x 


Teorema 13. Um número real c é valor de aderência de f no 
ponto a se, e somente se, para todo ò > O tem-se c € T(Vs). 


Demonstração. Se c é valor de aderência de f no ponto a, 

então c = lim f(x), Xn E X— {a}, x > a. Dado qualquer 
nN>oo 

ô > 0, existe no E€ N, tal que n > no > x €E Vs. Ora, 


tem-se c = lim f(x,). Logo c é limite de uma seqüência de 
n>no 


pontos pertencentes a f(Vs), isto é, c € f(Vs). Reciprocamente, 
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sec € f(Vs), para todo ô > 0, então c € f(Vim) para todo 
n e N. Assim, para todo n € N existe x, E€ Vim tal que 
lf(xn)— c| < 1/n. Segue-se que xn E X — {a}, limxn = a e 
lim f(xn) = c. Logo c é um valor de aderência de f no ponto a. 

Indiquemos com VA (f; a) o conjunto dos valores de aderência 
de f no ponto a. O corolário abaixo é, na realidade, uma forma 
equivalente de enunciar o Teorema 13. 


Corolário 1. VA(f, a) = MN f(Vs5). 


6>0 


Corolário 2. VA(f; a) = N f(Vin). 


n=] 


Com efeito, se c E€ f(Vs), para cada ô > 0, então, em par- 
ticular, c € f(Vim), para cada mn € N. Logo vale a inclusão 
VA(f; a) C Nf(Vin). Reciprocamente, se c € f(Vi/n), para ca- 
da n € N, então, dado arbitrariamente ô > 0, achamos n, tal 
que 1/n < ô. Então c € f(Vi;m) C f(Vs). Logo c € f(Vs) para 
cada ô > 0, ou seja c E€ VA(f; a). Isto demonstra o Corolário 2. 


Corolário 3. O conjuntos dos valores de aderência de f é fecha- 
do. Se f é limitada numa vizinhança de à então esse conjunto é 
compacto e não-vazio. 


Com efeito, VA(f; a) é sempre fechado, como interseção de 
fechados. Escrevamos Kn = f(Vim). Se f é limitada numa 
vizinhança de a, existe no €E N, tal que f(Vino) é limitado e, 
portanto, seu fecho Kn, é compacto. Ora, é claro que VA(f, a) = 


| Kn, logo VA(f; a) é compacto e não-vazio, em virtude do 
nno 


Teorema 12, Capítulo V. 


Exemplo 10. Se f for ilimitada em qualquer vizinhança de 
a (isto é, se f(Vs) for um conjunto ilimitado de números reais 


para todo ô > 0) então VA(f; a) pode não ser compacto. Por 


exemplo, seja f: R — (0) — R definida por f(x) = sen(1/x) 


x 
Então todo número real é valor de aderência de f no ponto O, 
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isto é, VA(f; 0) = R. (Convença-se disto traçando o gráfico 
de f.) Também pode ocorrer que VA(f; a) seja vazio quando f 
não é limitada em vizinhança alguma de a. Tal é o caso com 
f: R— {0} > R, definida por f(x) = Tem-se VA(f; 0) = À). 

Seja f limitada numa vizinhança de a. Pelo Corolário 3 aci- 
ma, o conjunto dos valores de aderência de f no ponto a é com- 
pacto e não-vazio. Logo possui um maior elemento e um menor 
elemento. 

Chamaremos limite superior de f no ponto a ao maior valor 
de aderência de f no ponto a. Escreveremos 


lim sup f(x) =L 
xa 


para exprimir que L é o limite superior de f no ponto a. 
Analogamente, se l é o menor valor de aderência de f no 
ponto a, diremos que Lé o limite inferior de f no ponto a e 
escreveremos 
lim inf f(x) = l. 


xa 
O limite superior e o limite inferior de f no ponto a existem 
apenas quando f é limitada numa vizinhança de a. Às vezes se 
escreve lim sup f(x) = +00 para indicar que f é ilimitada supe- 
xa 
riormente numa vizinhança de a. (Quando for lim f(x) = +00, 
x5a 


ter-se-á também lim inf f(x) = +00.) Mas convenções desta na- 
x5a 


tureza devem ser empregadas com extrema cautela porque; nes- 
ses casos, o lim sup não é um valor de aderência. Continuaremos 
falando em lim sup e lim inf apenas quando f for limitada numa 
vizinhança de a. 

© Por outro lado, consideraremos também valores de aderência 
de f quando x — +00 ou x — —oco. As definições são análogas. 
Por exemplo, c € VA(f, +co) significa que c = lim f(x,), onde 
Xn E€ X, Xn — +0. Os fatos já provados e a provar sobre 
VA(f; a) se estendem aos valores de aderência no infinito com 
adaptações evidentes. Neste caso, diz-se que f é limitada numa 
vizinhança de +oo (por exemplo) quando existem A >0ek > 0, 
tais quexeX,x>A>SIf(x)|<k. 
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P 
Exemplo 11. Seja f: R—{0} — R definida por f(x) = sen G) 


Então o conjunto dos valores de aderência de f no ponto 
O é o intervalo [—1, +1]. (Veja o Exemplo 6 acima.) Logo 


i 1 
lim sup sen G) = ] e liminfsen | — | = —1. 
x—0 xX xX 


x50 


Seja f limitada numa vizinhança de a. Então existe do > 0 
tal que f(Vs,) é um conjunto limitado. Com maior razão, para 
todo 5 € (0, 0], f(Vs) é limitado. Definamos no intervalo (0, do] 
as funções ô > Ls e é + ls pondo, para 0 < ô < do, 

ls = inf f(V5) = inf f(x); 
xEVS 


Ls = sup f{ Vs) = sup f(x). 
xeVs 


Tem-se ls, < lẹ < Lè < Ls, para todo ô € (0d Se 
0< 6d <8” < õp, então, Vss C Vss e, portanto, lg» < ls e 
Ls: < Lev. Assim, ls é uma função monótona não-crescente de 
ò, enquanto L; é uma função não-decrescente de ð. Segue-se do 
Teorema 12 que existem os limites lim ls e lim Ls. De fato, co- 
mo tais funções se acham definidas apenas para 6 > 0, esses são 
limites laterais (à direita). Vale então o 


Teorema 14. Seja f limitada numa vizinhança de a. Então 


lim sup f(x) = lim Ls e liminff(x) = lim ls. 
xa 8-0 xa 550 


Demonstração. Sejam L = lim sup f(x) e Lọ = lim Ls. Como 
xa 550 


Z 


L é valor de aderência, temos L € f(V5) para todo ô > 0 e 
portanto L < Ls para todo d. Segue-se que L < Lọ. Para 
mostrar que Lọ < L, basta provar que Lo é valor de aderência 
de f no ponto a. Por simplicidade, escrevamos L, em vez de 
Lim. É claro que Lo = lim Ln. Segue-se da definição de sup 
que, para cada n € N, podemos obter Xn € Vin, isto é, Xn E X, 


1 
O<|xn—al< 1/n, tal que Ln — E < f(x) < Ln. Segue-se 
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que lim xn = a e limf(x,) = lim Lan = Lo. Logo Lo é valor de 
aderência, donde Lọ < L. Concluímos que L = Lo. A segunda 
afirmação do teorema se demonstra de maneira semelhante. 


Teorema 15. Seja f limitada numa vizinhança de a. Para todo 
€ > 0 eriste © > 0 tal que x € X, 0 < x- al< ô =>l-e< 
f(x) <L+e, onde l = lim inf f(x) eL = lim sup f(x). 


Demonstração. Pelo Teorema 14, | = lim leL = lim Ls. 


Logo, dado € > 0, podemos obter dj > 0 : do > 0, tals ADE 
O<ô< od Sec poderes ted e Seja ô um 
número positivo menor do que dy e d2. Então l— e < l; < Ls < 
L+e. Assim sendo, x € Vs > l—e < ls < f(x) < L< L+e. 
Está verificada a tese do teorema. 


Corolário. Seja f limitada numa vizinhança de a. Então existe 
lim f(x) se, e somente se, f possui um único valor de aderência 
xa 

no ponto a. 


Com efeito, se f possui um único valor de aderência no ponto 
a então L = l. O Teorema 15 nos diz que L = Léo limite de f 
no ponto a. À recíproca está contida no Teorema 6. 


Observação: Como no caso de segiiências, L pode ser caracteri- 
zado como o menor número que goza da propriedade enunciada 
no teorema acima. Do mesmo modo, l é o maior número com 
aquela propriedade. 


Exercícios 


1. Na definição do limite lim f(x), retire a exigência de ser 
xa j 


x * a. Mostre que esta nova definição coincide com a 
anterior no caso a É X mas, para a € X, o novo limite 
existe se, e somente se, o antigo existe e é igual a f(a). 
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10. 


. Seja f: R — (0) — R definida por f(x) 


-” EXERCÍCIOS 


. Considere o seguinte erro tipográfico na definição de limite: 


Ve>095>0xeX,0<|x—-al<e=>If(x)—Li<oô. 


Mostre que f cumpre esta condição se, e somente se, é 
limitada em qualquer intervalo limitado de centro a. No 
caso afirmativo, L pode ser qualquer número real. 


. Seja X = YUZ, coma € Y'NZ'. Dada f: X — R, tomemos 


g = f|Y e h = f|Z. Se lim g(x) = L e lim h(x) = L então 


lim f(x) = L. 


= -— —. Então 
1 em» 

lim f(x) =0'e lim f(x) = 1. 

x50+ x50— 


. Seja f(x) = x + 10 - senx para todo x € R. Então 


lim f(x) = +oo e lim f(x) = —oo. Prove o mesmo 
x——+Hoo x——oo 


P x 
para a função g(x) = x + — senx. 


2 


. Seja f: X — R monótona, com f(X) c [a,b]. Se f(X) é 


denso no intervalo [a,b] então, para cada c € X1 N XL, 


“tem-se lim f(x) = lim f(x). Se c € X então este limite é 
x—>cT x—=ct 


igual a f(c). 


. Demonstre o Teorema 2. 


. Sejam f: X — R monótona e a € X4. Se existir uma 


sequência de pontos Xn E€ X com x, > q, lmx, = ae 
limf(xn) = L, então lim f(x) =L. 
xoa+ 


. Se f: X > R é monótona então o conjunto dos pontos 


a € X' para os quais não se tem lim f(x) = lim f(x) é 
xa” xoa+ 


enumerável. 


Enuncie e demonstre para funções o análogo do- Teorema . 
14 do Capítulo IV. 


ce 
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11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


Dado a > 1, defina f: Q > R pondo, para cada E EQ, 
f(p/q) = a?/9, Prove que lim f(x) = 1. Conelua que para 
cada b € R existe lim f(x), sendo este limite igual a f(b) se 
b € Q. Chame este limite de a”. Prove que a? -a = aP tt’ 
e que b < b’ > a? < a”. 


Dado a > 1, defina g: R > R, pondo g(x) = a* 
(veja o exercício anterior). .Prove que lim g(x) = +oo 
x +00 


e lim g(x) = 0. 


Seja p: R — R, um polinômio real. Se o coeficiente 
do termo de grau mais elevado de p é positivo então 
lim p(x) = +ooc e lim p(x) é igual à +co ou a —oo, 
x—-+oo x—— o0 

conforme o grau de p seja par ou ímpar. 


Determine o conjunto dos valores de aderência da função 


. _ sen(T/x) o 
f: R—(0) > R, f(x) = Tele no ponto x=0. 
Se lim f(x) = L então lim [f(x)] = IL]. Se lim IF) = JLI 


então o conjunto dos valores de aderência de f no ponto a 
é {L}, {—L} ou {L, 1L}. é 


Dados um número real a e um conjunto compacto não- 
vazio K, obtenha uma função f: R — R tal que o conjunto 
dos valores de aderência de f no ponto a seja K. 


Seja f: R — R definida por f(x) = x se x é irracional, 

f(P) = q se P é uma fração irredutível com p > 0, 

f(0) = 0. Mostre que f é ilimitada em qualquer intervalo 

não-degenerado. 

Sejam X,Y C R, f: X — R, g: Y — R com f(X) CY. Se, 

para a € X'e b € Y' tem-se lim f(x) = b, lim gly) =c 
xa y> 


e, além disso, f(x) Æ b para todo x € X — {a}, então 
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19. 


20. 


21. 


22. 


23. 
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lim g(f(x)) = c. Mostre que a condição b € Y’ decorre de 
xoa 


ser f(x) £b para x Za. 


Para todo número real x, indiquemos com [x] o maior in- 
teiro < x. Mostre que se a e b são positivos então 


Prove também que, no primeiro caso, o limite à esquerda 
seria o mesmo mas no segundo caso o limite é +00 quando 
x — O por valores negativos. 


Dadas f,g: X — R defina h = max{f, g}: X > R pondo 
h(x) = f(x) se f(x) > g(x) e h(x) = g(x) caso g(x) > f(x). 
Seja a € X'. Prove que se lim f(x) = L e lim g(x) = M, 
então lim h(x) = N, onde N é o maior dos dois números L 
e M. 


Sejam f,g: X — R limitadas numa vizinhança do pon- 
toa € X'. Mostre que lim sup(f +g) < lim sup f(x) + 
lim sup g(x) e que lim supl— “F(x J=-— lim inflf [É (x). Enun- 
cie e prove resultados. análogos para lim inf (f + g) e para 


o produto de duas funções. (Veja o Exercício 17, Capítulo 
IV.) 


Seja f: [0,+co) — R uma função limitada em cada in- 
tervalo limitado. Se lim [f(x + 1) —f(x)] = L então 


Seja f: R — R definida por f(x) = x + ax -senx. Mostre 
que jaj < 1 > lim f(x) = «oo. ~ 
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24. Seja p: R — R um polinômio não-constante. Dado 
b € R, suponha que existe uma sequência (Xn), tal que 
limp(xa) =b € R. Prove que (xn) é limitada e o conjun- 
to dos seus valores de aderência é não-vazio, contido em 
p~! (b). Em particular, se existe uma sequência (xn), tal 
que lim p(x,) = 0, então p tem alguma raiz real. 


Capítulo VII 


Funções Contínuas 


A idéia de função contínua é o tema central da Topologia. 
O estudo de funções contínuas reais de uma variável real, que 
faremos neste capítulo, tem o duplo propósito de estabelecer os 
fatos e conceitos topológicos essenciais à Análise e, ao mesmo 
tempo, fornecer ao leitor um primeiro contato com as noções 
básicas da Topologia, à guisa de introdução a essa disciplina. 

Depois de definir a noção de função contínua, demonstraremos 
suas propriedades mais elementares e examinaremos (no 82) os 
diferentes modos pelos quais uma função pode deixar de ser 
contínua. Em seguida estabeleceremos as relações entre a con- 
tinuidade e as propriedades topológicas dos subconjuntos da reta 
que foram introduzidas no Capítulo V. Finalmente, estudaremos 
com certo detalhe o importante conceito de continuidade uni- 
forme. 


1 A noção de função contínua 


Uma função f: X — R diz-se contínua no ponto a € X quando 
é possível tornar f(x) arbitrariamente próximo de e desde que 
se tome x suficientemente próximo de a. 

Em termos precisos, diremos que f: X — R é é contínua no 
ponto a € X quando, para todo € > O dado arbitrariamente, 
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pudermos achar ô > 0 tal que x E X elx— a| < ô impliquem 
If(x)— f(a)| < £. Simbolicamente: 


Ye >035>0; xE X, x-—al< > |f(x)— fla] <e. 


Em termos de intervalos: dado qualquer intervalo aberto J 
contendo f(a), existe um intervalo aberto I, contendo a, tal que 
f(INX) c J. Sempre que desejarmos, podemos tomar J=(f(a)—e, 
f(a) + £), com £ > 0, e I = (a —õ,a + ò), com õ > 0. 

Diremos, simplesmente, que f: X > R é contínua quando f 
for contínua em todos os pontos de X. 


Observações: 


1. Ao contrário da definição de limite, só faz sentido indagar se 
f é contínua no ponto a quando a € X. 


2. Se a é um ponto isolado de X então toda função f: X > R 
é contínua no ponto a. (Dado qualquer € > 0, basta tomar 
ô > 0 tal que {a — ô a +5) NX = {a}. Então |x— a| < ô com 
x E€ X implica x = a e portanto |f(x) — f(a)) = 0 < £.) Em 
particular, se todos os pontos de X são isolados então qualquer 
função f: X > R é contínua. l 


3. Seja agora a € X um ponto de acumulação de X. 
Então f: X — R é contínua no ponto a se, e somente se, 
lim f(x) = f(a). Isto reduz essencialmente a noção de função 
contínua à de limite. Reciprocamente, poderíamos definir 
lim f(x) = L pela condição de ser contínua no ponto a a função 


g: XU{a} > R, onde g(a) = Le g(x) = f(x) para x € X — {a}. 


4. Ao investigar a continuidade de uma função f num ponto ou 
num conjunto, é fundamental ter sempre em conta o domínio de 
f. Por exemplo, dada f: X > R, seja Y C X. Consideremos as 
duas afirmações: 


(A) A função f é contínua em cada ponto a € Y; 
(B) A restrição f|Y é uma função contínua. 
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Evidentemente, (A) => (B) mas a recíproca é falsa: basta con- 
siderar Y finito ou, mais geralmente, um conjunto Y cujos pontos 
são todos isolados. Então f|Y é sempre contínua mas f: X > R 
pode ser descontínua em algum ponto de Y. O fato é que (A) 
se refere ao comportamento de f(x) com x próximo de a, para 
qualquer x em X. Por outro lado, (B) é uma afirmação que diz 
respeito apenas aos pontos de Y. 


Exemplo 1. Toda função f: Z — R é contínua porque todo 
ponto de Z é isolado. Pela mesma razão, toda função definida 
no conjunto X = (1,1/2,...,1/n,...) é contínua. Por outro 
lado, se Y =(0,1,1/2,...,1/n,...) então uma função f: Y > R 
é contínua se, e somente se, é contínua no ponto O (já que os 
demais pontos de Y são todos isolados). Em outras palavras, 
f: Y 5R é contínua se, e somente se, f(0) = dim f(1/n). 

As proposições que enunciamos abaixo decorrem imediata- 
mente dos fatos análogos demonstrados para limites no capítulo 
anterior, juntamente com a Observação 3 acima feita. A título 
de exercício, o leitor pode adaptar aquelas demonstrações para 
o contexto de funções contínuas. 


Teorema 1. Toda restrição de uma função contínua é contínua. 
Mais precisamente: seja f: X — R contínua no ponto a € X. Se 
aceYcXeg=flY, então g: Y => R é contínua no ponto a. 
Quando Y = IN X, onde I é um intervalo aberto contendo a, 
então vale a recíproca: se g = f|Y é contínua no ponto a então 
f: X — R também é contínua no ponto a. 


Destaquemos a parte final do Teorema 1. Ela diz que a con- 
tinuidade de uma função f é um fenômeno local ou seja, se f 
coincide, nas proximidades do ponto a, com uma função que é 
contínua em a, então f também é contínua nesse ponto. (Coin- 
cidir com uma função contínua nas proximidades de a significa 
que, para um certo intervalo aberto I, contendo a, a restrição 
fI(I N X) é contínua no ponto a.) 


a Ms a 
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Teorema 2. Se f: X»R é contínua no ponto a E X, então f 
é limitada numa vizinhança de a, isto é, existe d > O tal que, 
pondo Us = XN (a — d,a +65), o conjunto f(Us) é limitado. 


Teorema 3. Se f,g:X — R são contínuas no ponto a E X e 
fla) < gla), então existe 6 > O tal que f(x) < g(x) para todo 
xe X comix—al< 6. 


Corolário. Sejam f: X»R contínua no pontoa EX ekEeR 
uma constante. Se f(a) < k, então existe ô > 0 tal que f(x) < k 
para todo x EX comix— a|< ô. 


O corolário do Teorema 3 é um fato simples, porém, extrema- 
mente importante nas aplicações. Vale a pena, portanto, dar sua 
demonstração explícita. Ei-la: 

Sendo f(a) < k, tomamos e€ = k — f(a) > 0. Pela definição 
de função contínua, a este € corresponde um ô > O tal que x E X, 
x-al<bo>f(la)-e< f(x) < fla) +He. Masfla)+e =k. 
Logo todo ponto x € X, cuja distância ao ponto a seja menor do 
que ð cumpre f(x) < k. 

Evidentemente, um resultado análogo é válido se f(a) >k: 
existe ô > O tal que x € X e |x- al < 65 > f(x) >k O 
mesmo se dá para f(a) Æ k: deve existir & > O tal que x € X 
elx—-al< & => f(x) £k (Com efeito, se fla) £ k, tem- 
se f(a) > k ou então f(a) < k. Aplica-se então um dos dois 
resultados anteriores.) 

Suponhamos agora que f seja contínua em todos os pontos 
de X e consideremos o conjunto À dos pontos a € X tais que 
f(a) > k, ou seja, 


A ={a € X; fla) > k}. 


Que se pode dizer sobre A? Pelo que vimos, para cada ponto 
a € Ą, existe um intervalo aberto Ia = (a — ð, a + ô) tal que 
x € la NX > f(x) >k. Isto significa que a € Ia NX C À para 


todo a € A. Seja U = |J Ia. Então U é um conjunto aberto e 
acA 
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aceUNXcAparatodo a € A, ou seja, ÀCUNXCA;,em 
suma, À = UNX. 

Em particular, quando X é aberto, o conjunto A é aberto, 
como interseção A = UN X de dois abertos. 


Teorema 4. Para que f: X> R seja contínua no ponto a E€ X 
é necessário e suficiente que se tenha lim f(x) = f(a) para toda 
seguência de pontos Xn E X comlimx = a. 


Corolário 1. Para que f seja contínua no ponto a é necessário 
que exista lim f(xn) e independa de segiência de números xn E€ X 
com limx, = a. 


Corolário 2. A fim de que f seja contínua no ponto a, é sufi- 
ciente que, para toda seguência de pontos x, E X com lim Xn = q, 
exista lim f(xn). 


Dadas as funções f, g: X > R, sabemos definir novas funções 
f+g:X—>R, fog XIR, f-g: X >R ef/g: X > R, 
onde Xo = X — g7! (0) = {x € X; g(x) £ 0}. Temos (f + g)(x) = 
f(x) + g(x), (f — g)(x) = f(x) — g(x), (f: g)(x) = f(x) - g(x) 
e (f/g)(x) = f(x)/g(x). O Teorema 7 do Capítulo VI nos dá 
também: 


Teorema 5. Se f,g: X — R são contínuas no ponto a E X, 
então f +g, f—-gef-g são contínuas nesse mesmo ponto. Se 
gla) £0, então f/g também é contínua no ponto a. 


Em particular, se f é contínua no ponto a então c-f é contínua 
no mesmo ponto, para qualquer c € R. Também o mesmo ocorre 
com 1/f se f(a) £0. 


Teorema 6. A composta de duas funções contínuas é contínua. 
Ou seja, se f: X — Reg:Y>R são contínuas nos pontos 
a €X, b= f(a) € Y, respectivamente, e, além disso, f(X) C Y, 
então g o f: X — R é contínua no ponto a. 


A restrição de uma função contínua g: Y > R a um subcon- 
junto X C Y é um caso particular de função composta: temos 
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giX = go f, onde f: X — Y é a inclusão, isto é, f(x) = x para 
todo x € X. 


Exemplos. 


2. Como a função identidade x — x é evidentemente contínua em 
toda a reta, o mesmo ocorre com a função x = xX, 
(n € N) em virtude do Teorema 5. Do mesmo teorema resulta 
que todo polinômio p: R5R, p(x)=ax"+---+ax+ap é 
uma função contínua. Também é contínua toda função racional 
f(x) = p(x)/g(x) (quociente de dois polinômios) nos pontos onde 
é definida, isto é, nos pontos onde seu denominador não se anula. 


3. Seja f: R — R definida assim: para x > 5, f(x) =x+1. 
Sex < 5, então f(x) = 16 — 2x. Então f é contínua em todo 
ponto a > 5 pois coincide com a função contínua g(x) = x+7 no 
intervalo aberto (5, +00), o qual contém a. Por motivo análogo, 
f é contínua em todo ponto a < 5. Também no ponto 5, fé 
contínua, pois lim f(x) = lim f(x) = 6 = f(5). 

xo5+ x557 


x 
4. Seja f: R — R definida por f(x) = ii se x £0ef(0) = 1. 
Ou seja, f(x) = 1 para x > 0 e f(x) = —1 quando x < 0. Então 
f é continua em todos os pontos x Æ O, mas não é contínua no 
ponto x = 0, porque não existe lim f(x). 
XxX 

O motivo que assegura a continuidade da função do Exemplo 

3, mas permite a descontinuidade no Exemplo 4, é fornecido pelo 


Teorema 7. Seja X C Fi UF, onde F e F; são fechados. Se a 
função f: X > R é tal que suas restrições f(XNFH) e fI(X A F2) 
são contínuas, então f é contínua. 


Demonstração. Seja a € X. Para mostrar que f é contínua 
no ponto a, suponhamos dado e > O. Há três possibilidades. 
Primeira: a € Fh N Fz; então, como f(X N &) é contínua no 
"ponto a, existe d > O tal que x E XNR, |x-al< & > 
If(x)—f(a)| < e. Analogamente, existe d» > 0, tal quex € XNF,, 
x— al < d > |f(x) — f(a)| < e. Tomemos é = min(61,55). Se 
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x€Xejx—alļ< 5, então |xx— aļ < 5 e |x— al < 82. Logo, quer 
seja x € E, quer seja x € F2, vale |f(x) — f(a)| < e. A segunda 
possibilidade é a € Fı e a É F2. Escolhemos ô > 0, tal que 
xEeEXNR, Ix-al<ô > l|f(x)—f{a)| < £. Como F é fechado, 
podemos obter ô2 > O tal que não exista x € F2 com |x— al < ô2. 
(Lembre que a ¢ F2.) Seja ô = min{ô;, 52}; sex € Xelx—al< ô, 
então x eFelx—al< 5, logo f(x) — f(a))< £. A terceira 
possibilidade é a € Fz e a É F; ela seria tratada de maneira 
análoga à segunda. Em qualquer caso, f: X — R é contínua no 
ponto a. 


Corolário. Seja X = Fı U F2, onde Fı e Fz são fechados. Se 
a função f: X — R é tal que suas restrições f|Fı e f|F2 são 
contínuas, então f é contínua... 

No caso do corolário, o domínio da função f é um conjunto 
fechado, o que não ocorre em geral. É evidente, porém, que o 
Teorema 7 (e o seu corolário) é válido quando se tem um número 
finito de conjuntos fechados F4, .. . , Fn- O caso de uma infinidade 
de fechados é obviamente falso: todo conjunto X é reunião de 
fechados (a saber, seus pontos) e f|{x} é sempre contínua, seja 
qual for x € X, mas f pode não ser contínua. 

Agora podemos entender melhor os dois exemplos anteriores. 
No Exemplo 3, temos R = FUG, onde os conjuntos F = (—00,5] e 
G = [5,+00) são fechados. Como f|F e f|G são contínuas, segue- 
se que f: R > R é contínua. No Exemplo 4, temos f: R 5 R, 
tal que, pondo À = (—-co,0) e B = [0,+c0), vale R = AUB e 
as restrições f|A e f|B são contínuas. Mas À não é fechado. Este 
fato possibilita que f seja descontínua. 

No caso de abertos, em vez de fechados, o resultado ainda 
vale. Mais ainda: é admissível cobrir X com uma infinidade 
desses conjuntos. O teorema seguinte está essencialmente conti- 
do na segunda parte do Teorema 1, mas vamos demonstrá-lo, de 
qualquer modo. 

Teorema 8. Seja X C |} A) uma cobertura de X por meio dos 


AEL 
abertos An. Se uma função f: X — R é tal que, para todos os 


A € L, as restrições f(A NX) são contínuas, então f é contínua. 
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Demonstração. Tomemos a € X. Para mostrar que f: X — R 
é contínua no ponto a, suponhamos dado e > O. Existe algum 
A € L, tal que a € A». Como À, é aberto, existe d > O tal 
que |x — al < dj => x € A. Como fI(A, NX) é contínua, existe 
do > 0 tal que x e ANX, Ix—al< & > f(x) —f(a)| < e. 
Seja é o menor dos números 51, d). Se x € X e |x— aj < ô, então 
xe AnNnXelx—al< d2. Logo |f(x) — f(a)| < E. Isto prova que 
f: X>5 R é contínua no ponto a. 


Corolário. Seja X = |J Aa, onde cada A, é aberto. Se cada 
AEL 
restrição f|A» é contínua, então f: X — R é contínua. 


Exemplo 5. Seja X = R — (0). Definamos f: X — R, pondo 
f(x) = —1 se x < 0 e f(x) = 1 sex > 0. Então f: X => R é 
contínua, pois X = A U B, onde À = (—o0, 0) e B = (0, +00) são 
abertos, com f|A e f|B contínuas. Este exemplo costuma chocar 
os principiantes. 


O Teorema 8 e seu corolário sublinham o fato de que a con- 
tinuidade é um fenômeno local. 


2 Descontinuidades 


Dada f: X > R, um ponto de descontinuidade (ou, simples- 
mente, uma descontinuidade) da função f é um ponto a € X tal 
que f não é contínua no ponto a. 

Dizer, portanto, que a € X é um ponto de descontinuidade 
de f: X — R equivale a afirmar a existência de um número E > O 
tal que, para todo ô > 0, se pode encontrar um x; € X com 
Ixs — aļ < 5, mas |f(xs)— f(a)| > e. 


Exemplos. 


6. Seja f: R > R dada por f(x) = 0 para x racional e 
f(x) = 1 quando x é irracional. Então todo número real é ponto 


- de descontinuidade de f, pois não existe lim f(x), seja qual for 
x5a 


acx. 
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7. Definamos g: R — R pondo g(x) = O se x é irracional, 


g(0) =1T eg (2) = A quando p/q é uma fração irredutível 
q q 


não-nula, com q > 0. Se escrevermos gı = g|Q e g2 = gl(R—Q), 
teremos, para todoa € R, lim gi(x) = 0 (veja o 82 do Capítulo 
Xaa 
VI) e lim g2(x) = 0, porque g2 = 0. Segue-se imediatamente 
xa 
que, para todo número real a, tem-se lim g(x) = 0. Concluímos, 
x5a 


“assim, que g é contínua nos números irracionais e descontínua 
nos racionais. (Seria impossível obter uma função f: R > R 
cujos pontos de descontinuidade fossem exatamente os números 
irracionais. Veja o Exercício 18 deste capítulo.). 

x 


xi sex #0, h(0)=0. 


Então o único ponto de descontinuidade de h é o ponto O. 


8. Sejah: R > R definida por h(x) = x+ 


9. Seja K C [0,1] o conjunto de Cantor. Definamos uma função 
q: 10,1] > R do seguinte modo: pomos (x) = O para todo 
x €K. Sex É K, pomos q(x) = 1. O conjunto dos pontos de 
descontinuidade de p é K. Com efeito, sendo A = [0,1] — K um 
aberto no qual q é constante (e, portanto, contínua), segue-se: 
que q: 10,1] > R é contínua em cada ponto a € A. Por outro 
lado, como K não possui pontos interiores, para cada k € K 
podemos obter uma seqüência de pontos x, € À com lim Xn = k. 
Então lim p(xn) = 1 £0 = q(k). Logo q é descontínua em 
todos os pontos k € K. 

Dizemos que f: X > R possui uma descontinuidade de pri- 


meira espécie no ponto a € X quando f é descontínua no ponto 
a e, além disso, existem os limites laterais lim f(x) e lim f(x). 
xoa+ x5a- 
(Caso a seja ponto de acumulação de X somente de um lado, 
exigimos apenas que o limite lateral correspondente exista.) 


Uma descontinuidade a € X da função f: X — R é chamada 
de segunda espécie quando a € X/ e lim f(x) não existe ou 
xaa 


-então quando a € X” mas não existe o limite à esquerda de f no 
ponto a. 
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Exemplos. 


10. Nos Exemplos 7 e 8 acima, temos descontinuidades de pri- 
meira espécie. No Exemplo 7, em cada ponto de descontinuidade 
a, existem os limites laterais, que são iguais porém diferentes do 
valor f(a). No Exemplo 8, o limite à esquerda é —1 e o limite à 
direita é +1 no único ponto de descontinuidade. 

Nos Exemplos 6 e 9, os pontos de descontinuidade são todos 
de segunda espécie. 


11. Um exemplo conhecido de descontinuidade de segunda espécie 
1 
é o da função f: R — R, definida por f(x) = sen E para 


x Æ O. Seja qual for o valor atribuído a f(0), o ponto O será 
uma descontinuidade de segunda espécie para f, pois não existe 
lim f(x) nem lim f(x). 
x=0+ x=50— 


12. Já f(x) = A (x Æ 0), f(0) = 0, define uma função 


f: R 5 R cuja única descontinuidade é o ponto O. Aí o limite 
à direita é zero, enquanto o limite à esquerda é 1. Trata-se, 
portanto, de uma descontinuidade de primeira espécie. 


sen G 

x 
13. Se tomarmos g(x) = Tie para x Æ 0 e g(0) = 0, 
teremos uma função g: R > R com uma única descontinuidade 


no ponto O. Aí temos lim g(x) = 0, enquanto lim g(x) não 
; x-—0+ 7 x0- 

existe. O ponto 0 é, portanto, uma descontinuidade de segunda 

espécie na qual existe o limite à direita, mas o limite à esquerda, 

embora tenha sentido (0 é ponto de acumulação à direita para o 

domínio de g), não existe. 


14. Sem apelar para o Cálculo, é fácil dar exemplos de descon- 
tinuidade de segunda espécie na qual um dos limites laterais 
existe. Basta considerar f: R — R definida por f(x) = O se 
x < 0, ou se x > O é racional, enquanto f(x) = 1 para x > 0 
irracional. Existe lim f(x) = O mas não existe lim f(x). Logo, 
' x50— x50+ 
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O é uma descontinuidade do tipo procurado. 


Teorema 9. Uma função monótona f: X > R não admite des- 
continuidades de segunda espécie. 


Demonstração. Dado a €E X, como f é monótona, se a+ô € X 
(respectivamente a — ô € X) então f é limitada no conjunto 
la, a + ô] NX (respectivamente [a — ô, a] NX). Logo existem os 
limites laterais que façam sentido no ponto a, pelo Teorema 12 
do Capítulo VI. 


Teorema 10. Seja f: X — R monótona. Se f(X) é um conjunto 
denso em algum intervalo I, então f é contínua. 


Demonstração. Para cada a € X4 seja f(at) = lim f(x). 
xa 
Analogamente, se a € XL , escrevamos f(a”) = lim f(x). Para 
xS5um 


fixar as idéias, suponhamos f não-decrescente. Tomemos a € X. 
Se tem sentido falar em f(a*), isto é, se a € Xi ; mostraremos 
que f(a) = f(a"). Com efeito, f(at) = inflf(x);x > a}. Sabe- 
mos que a < x > f(a) < f(x). Logo f(a) < f(at). Admita- 
mos que seja f(a) < f(at). Como existem pontos x € X com 
x > a, vemos que em f(X) há pontos f(x) > f(at). Assim 
sendo, todo intervalo I contendo f(x) deve conter pelo menos 
o intervalo (f(a), f(at)), no qual não há pontos de f(X) pois 
x < a > f(x) < f(a)ea < x > flat) < f(x). Isto con- 
tradiz que f(X) seja denso num intervalo I. Por conseguinte, 
f(a) = f(at). De modo análogo veríamos que f(a”) = f(a) 
para todo a € X! . Logo f é contínua. 


Corolário. Se f: X >» R é monótona e f(X) é um intervalo, 
então f é contínua. 


Exemplo 15. Seja f: R > R dada por f(x) = x, sex é racional, 
e f(x) = —x, se x é irracional. Então f é uma bijeção de R sobre 
R que é contínua apenas no ponto O. Isto se dá porque f não é 
monótona. 
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Continuaremos escrevendo 


flat) = lim f(x) e f(a )= lim f(x). 
xoa+ x5a— 
Teorema 11. Seja f: X — R uma função cujas descontinuida- 
des são todas de primeira espécie. Então o conjunto dos pontos 
de descontinuidade de f é enumerável. 


Antes de demonstrar o Teorema 11, definamos uma função 
o: X— R, pondo, para cada x € X, 


(x) = maxilf(x) — f(x"), f(x) — fx] 


sex E€ Xi NXL. Sex € X| oux € XL apenas, poremos, 
respectivamente, - 


o(x) = |f(x)— f(x") ou af(x)= |f{(x)— f(x"). 


Finalmente, se x for um ponto isolado de X, poremos o(x) = 0. 
A função o é definida quando f não possui descontinuidades 
de segunda espécie. Seu valor o(x) chama-se salto de f no pon- 
to x. 
Note-se que se a < f(x) < b para todo x € X, então 
0 < o(x) < b—a. O fato mais importante sobre o é que 
o(x) > O se, e somente se, x € X é uma descontinuidade de f. 


Demonstração do Teorema 11. Para cada n € N, seja 


f 1 
DiS fx EX o(x) > > O conjunto dos pontos de descon- 


oo 

tinuidade de fé D = |J Dn. Basta pois mostrar que cada Da 
n=1 

é enumerável. Afirmamos que, para todo n € N, D, só possui 


pontos isolados. Com efeito, seja a € Da. Sendo f descontínua 
no ponto a, temos a € X’. Suponhamos a € X4. Por defi- 
nição de f(a"), dado n, existe ô > O tal que a < x < a +5, 


1 
x € X > flat) — na < f(x) < flat) + — - Assim, para cada 
4n j 4n 


5) NX, val < 
xE(aa+5)Nn , vale o(x) < — 


- Se, porém tivermos a É X1, 
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escolhemos ó > O tal que (a,a + 5) NX = Ø. Em qualquer 
hipótese, para todo a € D, existe um intervalo (a,a+ 6) tal 
que (a,a + ô) N Dna = Ø. De modo semelhante encontramos, 
para cada a € Dn, um intervalo aberto (a — 5',a) tal que 
(a— a} ND, = 6. Isto mostra que nenhum ponto de Dn 
é ponto de acumulação. Em outras palavras, todo ponto de Da 
é isolado. Segue-se que Dn é enumerável. (Veja o Corolário 2 do 
Teorema 8, Capítulo V.) 


Corolário. Seja f: X — R monótona. O conjunto dos pontos 
de descontinuidade de f é enumerável. 


Com efeito, pelo Teorema 9, as descontinuidades de f são 
todas de primeira espécie. 


3 Funções contínuas em intervalos 


O teorema seguinte estabelece matematicamente o princípio 
bastante plausível de que uma função contínua definida num 
intervalo não pode passar de um valor para outro sem passar 
por todos os valores intermediários. 


Teorema 12. (Teorema do Valor Intermediário). Seja 
f: [a,b] > R contínua. Se fla) < d < f(b) então existe 
€ (a,b) tal que f(c) = d. 


Primeira demonstração. Como f é contínua no ponto a, da- 
do € = d — f(a) > 0, existe ð > 0 tal quea <x<a+ô > 
f(x) < fla) + e = d. Assim, todos os pontos x suficiente- 
mente próximos de'a no intervalo [a, b] são tais que f(x) < d. 
De modo análogo se verifica que todos os pontos y suficiente- 
mente próximos de b no intervalo [a, b] são tais que d < f(y). 
Em particular os conjuntos A = {x €e (a,b); f(x) < d} e 
B = {y € (a, b);d < f(y)} são ambos não-vazios. O corolário 
do Teorema 3 nos diz que A e B são abertos. Se não existir 
um ponto c com a < c < b e f(c) = d, então (a,b) = AUB, 
em contradição com a unicidade da decomposição de um aberto 
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como reunião de intervalos. (Veja o Corolário do Teorema 2, 
Capítulo V.) 


Segunda demonstração. Seja A = {x E€ [a,b]; f(x) < d}. A 
não é vazio pois f(a) < d. Afirmamos que nenhum elemento 
de A é maior do que todos os outros. Com efeito, seja «x € A. 
Como f(x) < d, vemos que « Æ b e, portanto, « < b. Tomando 
e=d-—f(a), a continuidade de f no ponto «nos dá um 6 > 0 
(que tomaremos pequeno, de modo a ter lx,a + 8| C la,b]) 
tal que, para todo x € [x,« + 5) tem-se f(x) < f(x) + £, ou 
seja, f(x) < d. Assim, todos os pontos do intervalo [x, a + 6) 
pertencem a À. Agora ponhamos c = sup À. Como c é limite de 
uma sequência de pontos Xn E€ A, temos f(c) = limf(x,) < d. 
Como A não possui maior elemento, não se tem c € A. Logo 
não vale f(c) < d, o que nos obriga a concluir que f(c) = d. 


Corolário 1. Seja f: I >R contínua num intervalo I (que pode 
ser fechado ou não, limitado ou ilimitado). Sea < b pertencem 
alefla)<d<f(b), então eriste c € I tal que f(c) = d. 


Basta restringir f ao intervalo [a, b] e aplicar o Teorema 12. 


Corolário 2. Seja f: I >» R contínua num intervalo I. Então 
f(I) é um intervalo. 


Com efeito, sejam « = inf f(x) e B = supf(x). (Esta no- 
e xel 


tação é simbólica. Podemos ter « = —oo, se f for ilimitada 
inferiormente em I, ou 8 = +oo, no caso de f ser ilimitada su- 
periormente em I.) Afirmamos que f(I) é um intervalo, cujos 
extremos são « e B. Ou seja, dado y com « < y < PB, deve 
existir x € I tal que y = f(x). De fato, pelas definições de inf 
e de sup (ou pela definição de conjunto ilimitado, no caso de 
algum dos extremos « ou 3 ser infinito) existem a,b € I tais 
que f(a) < y < f(b). Pelo Teorema 12, existe um ponto x, entre 
a e b, tal que f(x) = y. 
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Observações: 


1. O Teorema 12, evidentemente, vale também no caso de 
f(b) < d< f(a). 


2. No Corolário 2, nada afirmamos sobre os extremos do in- 
tervalo f(I) pertencerem ou não ao intervalo. Poderemos ter 
f(1) = le, B], ou F(I) = (x, B), ou f(I) = la, B) ou f(I) = (œ, B]. 
Também o intervalo I é completamente arbitrário. Por exemplo, 
seja f: R — R dada por f(x) = x?. Então, tomando I = (—1,3), 
temos f(I) = [0, 9). 


Exemplos. 


16. Se I é um intervalo e f: I — R é uma função contínua que 
só assume valores inteiros, então f é constante. Com efeito, f(I) 
deve ser um intervalo contido em Z. Logo é degenerado (reduz- 
se a um ponto). Mais geralmente, se Y C R tem interior vazio 
ef: X — R é uma função contínua tal que f(X) c Y, então f é 
constante em cada intervalo que porventura X contenha. 


17. O Teorema 12 pode ser usado para provar que todo polinômio 
realp: R5R, p(x) = anx” +an-1x™! +...+ayx+ao de grau 
ímpar (isto é, an Z 0 e n ímpar) possui uma raiz real, ou seja, 
existe c € R tal que p(c) = 0. Para fixar as idéias, suponhamos 
an > 0. Então podemos escrever p(x) = an -x” . r(x), onde 


An ia i a 1 ao 1 
A X a x aj x 


Evidentemente, lim r(x)=1.Como lim (anx”")=-Hoo e (por ser 
x-soo x +00 i 


n ímpar) lim (a,x”) = —oo, concluímos que lim p(x) = +00 
x——oo x— +00 
e lim p(x) = —co. Tomando I =R no Corolário 2, vemos que 
x—-—o0 i 


p(R) é um intervalo. Os limites acima calculados mostram que o 
intervalo p(R) é ilimitado nos dois sentidos. Portanto p(R) = R. 
Assim, p: R > R é sobrejetiva. Em particular, existe c € R tal 
que p(c) = 0. 
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18. Usaremos agora o Teorema 12 para dar uma demonstração 
elegante da existência de 1/y para todo y > 0. (Veja o 83 do 
Capítulo II.) Dado n € N, consideremos a função 
f: [0, +00) — [0, +00), definida por f(x) = x”. Evidentemente, 
f é contínua. Logo sua imagem é um intervalo. Como f(0) = O 


e lim f(x) = +oo, tal intervalo é |0, +00), isto é, f é sobre- 
x +00 


jetiva. Assim sendo, para todo y > 0, existe x > O tal que 
x" = y. Além disso, f é crescente e, portanto, injetiva. Con- 
cluímos que f é uma bijeção. Dado y > 0, o número x > 0 
tal que x” = y é único e se escreve x = yy. Finalmente, a 
função g: [0, +00) — [0, +00), inversa de f, tal que gly) = y9, 
é contínua em virtude do Teorema 13 a seguir. 


Teorema 13. Seja f: I — R uma função contínua injetiva, 
definida num intervalo I. Então f é monótona, sua imagem 
J =f(I) é um intervalo e sua inversa f™!: J — R é contínua. 


Demonstração. Como o leitor pode verificar sem dificuldade, 
para concluirmos que f é monótona, basta verificar sua mono- 
tonicidade em cada subintervalo limitado e fechado [a,b] C I. 
Assim, podemos admitir que I = [a,b]. Sabemos que 
f(a) £ f(b). Para fixar as idéias, vamos supor que f(a) < f(b). 
Mostraremos então que f é crescente. Do contrário, existiriam 
pontos x < y em [a,b] tais que f(x) > f(y). Há duas possibi- 
lidades: f(a) < f(y) ou f(a) > f(y). No primeiro caso, temos 
f(a) < f(y) < f(x). Logo, pelo Teorema 12, existirá c € (a,x) 
` com f(c) = f(y), em contradição com a injetividade de f. No se- 
gundo caso, vem f(y) < f(a) < f(b) e, novamente pelo Teorema 
12, obteremos c € (y,b) com f(c) = f(a), ainda contradizendo 
a injetividade de f. Isto prova que toda função real contínua e 
injetiva, definida num intervalo, é monótona. O Corolário 2 do 
Teorema 12 nos dá que J = f(I) é um intervalo e o Teorema 10 
(ou seu corolário) nos garante que f7! : J > R é contínua porque 
evidentemente f7! (J) = I e a inversa de uma função monótona 
é monótona. (Como [a,b] é compacto, a continuidade de f~! 
também resulta do Teorema 15 adiante.) 
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Observação: No caso do Teorema 13 (função contínua, injetiva, 
monótona), o intervalo J = f(I) é do mesmo tipo (aberto, fecha- 
do, semi-aberto) que I. Com efeito, sendo f monótona injetiva, 
a € I é um extremo de I se, e somente se, f(a) é um extremo 
de J. Note-se, porém, que um dos intervalos 1, J pode ser ili- 
mitado sem que o outro seja. Considere, por exemplo, a função 
f: (0,1] — R, dada por f(x) = 1/x. Temos f((0,1]) = [1,+oo0). 
Dados X, Y C R, uma bijeção contínua f: X — Y, cuja inversa 
fl: Y > X também é contínua, chama-se um homeomorfismo 
entre X e Y. O Teorema 13 diz que se X for um intervalo, a 
continuidade da inversa f~! será consegiiência de continuidade 
de f. Deve-se notar, entretanto, que tal não ocorre em geral. 
Por exemplo, sejam X = [,DULZ,3], Y=[,3]ef:X = Y 
a bijeção contínua definida por f(x) =x + 1, se 0 <x< 1, 
f(x) =xse2 <x <3. A inversa f!:Y — X é descontínua no 
ponto 2. Com efeito, fly) -yseZ2<uyu<3eftity)=y—l 
sel<y<2. Assim, f!(2) =2 enquanto lim fI(y) =1. 
2" 


No parágrafo seguinte, veremos outra situação na qual a in- 
versa de uma função contínua é contínua. 


4 Funções contínuas em conjuntos 
compactos 


Teorema 14. Seja f: X —> R contínua. Se X é compacto então 
f(X) é compacto. 


Demonstração. Dada uma cobertura aberta f(X) c U A, 


“podemos, para cada x € X, escolher Aix) tal que f(x) € Axx). 
Em virtude da continuidade de f, cada ponto x € X pode ser 
posto num intervalo aberto I, tal que y E XNL > fly) € 


A(x) - Obtemos assim uma cobertura aberta X C U Ix. Co- 
xEX 
mo X é compacto, podemos extrair uma subcobertura finita 


XCLyU---UL,. Conseqüentemente, f(X)CAxxJ)U--- UAA n); 
o que prova a compacidade de f(X). 
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Segunda demonstração. Seja (yn) uma sequência em f(X). 
Para cada n € N, existe xn € X tal que f(xn) = Yn. Como 
X é compacto, podemos obter uma subseqüência convergente 
Xip — x E X. Sendo f contínua, temos lim yn, = lim f(x) = 
f(x) = y € f(X). Logo f(X) é compacto, conforme a condição 
(4) do Teorema 11, Capítulo V. 


Corolário (Weierstrass). Toda função contínua f: X > R defini- 
da num compacto X é limitada e atinge seus extremos (isto é, e- 
vistem xı, X2 E€ X tais que f(x1) < f(x) < f(x2) para todo x € X). 


Com efeito, f(X), sendo compacto, é limitado e fechado. Logo 


sup f(X) € f(X) e inff(X) € f(X). Portanto existem x1, X2 E€ X 
tais que inf f(X) = f(x1) e sup f(X) = f{(x2). 


Exemplos. 
19. A função contínua f: (—1,+1) — R, definida por 
1 
f = —— 
domínio é um conjunto limitado, mas não fechado (e, portan- 
to, não é compacto). Por outro lado, a função g: (—1,+1) > R, 
definida por g(x) = x, é contínua e limitada, mas não assume um 
valor máximo nem um valor mínimo no seu domínio (—1, +1). A 
função h: [0,+0c0) > R, definida por h(x) = TIS 
e limitada. Assume seu valor máximo no ponto x = 0, mas não 
existe x € [0, +00) tal que h(x) = 0 = inffh(x);x € [0, +00)}. 
Isto é possível porque o domínio de h é um subconjunto fechado 
mas não limitado de R. 


não é limitada. Isto pode ocorrer porque seu 


é contínua 


20. Dados um ponto a € R e um subconjunto fechado não- 
vazio FC R, existe um ponto x) € F tal que |a — xo] < |a—x| 
para todo x € F. (O ponto x, é o ponto de F mais próximo 
de a.) Para ver isto, basta considerar um intervalo fechado 
la— n, a +n] suficientemente grande de forma que a interseção 
K=[a-n,a+n]nNF seja não-vazia.. K é limitado e fechado, 
donde compacto. Consideremos a função contínua f: K —> R, 
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definida por f(x) = |x — al. Pelo Teorema de Weierstrass, f 
atinge seu valor mínimo num ponto xo € K. Para todos os pon- 
tos x € F tem-se |xo — a] < |x — al porque os pontos de F que 
não pertencem a K situam-se fora do intervalo [a — n, a +n] e, 
portanto, estão mais longe de a do que o ponto xo. Note que se 
F não fosse fechado, poderíamos tomar a € F — F, logo o ínfimo 
da função f seria zero, não atingido em ponto algum x € F. Por- 
tanto, quando F não é fechado, pode-se sempre achar um ponto 
a, do qual nenhum ponto de F é o mais próximo. 


Teorema 15. Seja X C R compacto. Se f: X — R é contínua e 
injetiva então Y=f(X) é compacto e a função inversa f! : YR 
é contínua. 


Demonstração. Seja b = f(a) € Y. Para provar que f~! é 
contínua no ponto b, consideremos uma sequência de pontos 
Un = f(xn) E€ Y, com Yn — b. Devemos mostrar que f!(y,) = 
Xn > a = f~! (b). Como x, E X, a segiiência (xn) é limitada. 


4 4 


Assim, é suficiente provar que a é o único valor de aderência 
de (xn). Seja então (xi) uma subseguência convergindo para 
um ponto a”. Como X é compacto, temos a’ € X. Além disso, 
vi = f(xi) ainda converge para b. Como f é contínua no ponto 
a”, temos f(a’) = limf(x,) = b. Sendo f injetiva, isto força 
a'=a. O teorema está demonstrado. 


5 Continuidade uniforme 


Seja f: X — R contínua. Dado e > 0 podemos, para cada 
a E€ X, obter ô > O (que depende de £ e de a) tal que |x — al < 
ò > f(x) —f(a)|< e. 

Em geral, não é possível obter, a partir do e > O dado, um 
único é > O que sirva para todos os pontos a € X. 


Exemplos. 


1 
21. Seja f: (0,+00) > R, f(x) = Fl Dado e > 0, mostraremos 
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1 ] 
que não se pode escolher 5 > O tal que |x— a] < 5 => Ż — z <E 


seja qual for a > 0. Com efeito, dado £ > 0, suponhamos escolhi- 


do ô > 0. Tomemos um número positivo a tal que 
1 
O<a<óe0<a< 3g Então, para x = a +, temos 
Ix— al < ô mas 
1 1 1 1 2 1 
Epi z- =l- 
x a aee a 2a+ô a 
2 
ô ô 1 
= =>— >eE 


22. Seja f: R > R definida por f(x) = cx + d, com c £0. Dado 
€ > 0, escolhamos ô = — - Então, qualquer que seja a E R, 


el 


temos 


x—al<oó> |f{(x)— f{a)| = |(cx + d) — (ca + d)| = |ecx — ca 
=leljx—a]< |elô = e. 


Neste caso, foi possível, a partir do e dado, obter um & > 0, que 
servisse para todos os pontos a do domínio de f. 

As funções com essa propriedade chamam-se uniformemente 
contínuas. Mais formalmente: 

Uma função f: X — R diz-se uniformemente contínua 
quando, para cada € > 0, existe ô > O tal que x,y E X, 
[x — yl] <ô > |f(x)— fiy) < e. 

E óbvio que toda função uniformemente contínua é contínua. 
Mas a recíproca não vale. 

Assim, a função contínua f: (0, +00) — R, definida por 


f(x) = —, não é uniformemente contínua pois, como vimos no 


Exemplo 21, dado £ > O, seja qual for ô > 0, podemos encontrar 
pontos x, y no domínio de f, com |x—y| < de f(x) —f(y)| > e. 


f(x) = cx + d, é uniformemente contínua, como vimos no Exem- 
plo 22. (Ali supusemos c Æ O, mas é claro que c = O dá uma 
função constante, que é uniformemente contínua.) 

A fim de que f: X — R não seja uniformemente contínua, 
é necessário e suficiente que exista € > O com a seguinte pro- 
priedade: para cada ô > 0, podem-se obter xs, Ys E X tais que 
Ixs — ysl < ô mas lf(x5) — f(ys)| > e. 


Exemplo 23. Seja f: X — R lipschitziana. Isto significa que 
existe uma constante c > 0, tal que x,y E X > |f{(x) — f(y)| < 
clx — yl. Então f é uniformemente contínua: dado £ > 0, bas- 
ta tomar 5 = £/c. Uma função linear, f(x) = cx + d, é lips- 
chitziana em toda a reta, com constante |c]. A função f: X > R, 
f(x) = x2, é lipschitziana se X for limitado. Por exemplo, se 
tivermos |x| < A para todo x € X, então, dados x,y € X quais- 
quer, vale 


f(x) — fiy) = x? — y?l = x+ yll yl < 2A- x — yl. 
Basta tomar c = 2A. Por outro lado, se X = R, f(x) = x? 
1 


não é sequer uniformemente contínua. Com efeito, seja 


E 
Qualquer que seja ô > 0 escolhido, podemos tomar x > — e 


5 
y =x+5: Então |x — y| < ô mas 


2 


5\? 52 
Peetu (<+5) -2 =x5 tŠ >>. 
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Por outro lado, a função f:R — R, definida por 
! Com um pouco mais de trabalho se mostra que para todo n > 1 


a função f: R > R, definida por f(x) = x”, não é uniformemente 
contínua. 


Teorema 16. Seja f: X —> R uniformemente contínua. Se (xan) 
é uma segiiência de Cauchy em X então (f(x,)) é uma segiiência 
de Cauchy. 
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Demonstração. Dado e > 0, existe ô > O tal que x,y € X, 

Ix- yl < ô > f(x) — f(y)| < £. Por sua vez, dado ô > 0, existe 
no E€ N tal que m, n > no > |xm — Xn] < 6. Logo, m,n > no > 
|f{(xm)— f(xn)| < £, ou seja, (f(xn)) é uma sequência de Cauchy. 


Corolário. Seja f: X > R uniformemente contínua. Para todo 
a € X’, existe lim f(x). 
xa 


Com efeito, para toda sequência de pontos Xn € X— (a) com 

Xn > a, a segiência (f(x,)) é convergente, por ser de Cauchy. 

Então existe lim f(x), pelo Corolário 2, Teorema 6, Capítulo VI. 
x5a 


(Este corolário também decorre do Teorema 8, Capítulo VI.) 


Exemplo 24. As funções f,g: (0,1] 5R, f(x) = sen(1/x), 
g(x) = 1/x, não são uniformemente contínuas pois não possuem 
limite quando x > 0. 

Para mostrar que f:X — R não é uniformemente contínua 
basta obter £ > 0 e duas sequências de pontos Xn, Yn €E X tais 
que lim(Xn — un) = 0 e |f(x,) — f(un)l > € para todo n. Por 
exemplo, f(x) = x? não é uniformemente contínua em R, como 
se vê tomando x, =n +1/n e yn =n. Temos lim(x, —yn) =0 
mas x) — y3 >3 para todo n. 


Teorema 17. Seja X compacto. Toda função contínua f: X>R 
é uniformemente contínua. 


Demonstração. Seja € > O dado. Para cada x € X, fé 
continua no ponto x. Logo existe ô > O tal que y € X, 


jy — x| < 26x > If(y)—f(x)| < 5º Pondo Le = (x — x, Xx + dx), 
a cobertura X C U I admite uma subcobertura finita 
xEX 
XC ha U---UL,- Seja ô o menor dos números d,,,...,0x - Se 
xyeXelx—y| < 6, devemos ter x € Ly para algum j, donde 
Ix— x; < x edaíly-x| < ly — xl + |x= x| < 26x. Estas 
desigualdades implicam |f{x) — f(x;)| < 5 e lf(y) — f(x) < 5. 
donde |f(x) — f(y) < e. 


244 [CAP. Vil: FUNÇÕES CONTÍNUAS 
Segunda demonstração. Suponhamos que f não seja uni- 
formemente contínua. Então existe um € > O tal que, para cada 


n € N, podemos achar xn E€ X e yn E€ X com [Xn — Un] < = e 


if(xn)—f{yn)| > £. Como X é compacto, uma subseqüência (Xn, ) 
converge para um ponto x€X. Forçosamente, temos liM Yn, =X 
também. Como f é contínua, lim f{xn,) = limf(yn,) = f(x), 
mas isto contradiz a desigualdade |f(xn,) — f(yn,)| > E para 
todo k. Logo f é uniformemente contínua. 


Exemplo 25. A função f: [0,1] > R, definida por f(x) = yx, é 
contínua (como inversa de x +» x°, definida no mesmo intervalo) 
e portanto é uniformemente contínua, pois [0,1] é compacto. 
Convém notar que f não é lipschitziana em intervalo algum ao 
Ivx=v8 01 
koy +A 
não é limitado para valores muito pequenos de x e y. Por outro 
lado, a função g: [0, +00) > R, g(x) = yx (da qual f é uma res- 
trição) é uniformemente contínua, embora seu domínio não seja 
compacto. É suficiente observar que gl[1, +00) é lipschitziana: 


qual O seja aderente porque o quociente ——— 


Ig(x) — g(y)| = re < <k- yl, desde que x > ley >1. 
Como se vê facilmente, da continuidade uniforme de gllO, 1] e 
gi[t, +00) se conclui a continuidade uniforme de g em todo o seu 
domínio [0, +00). (Não seja, entretanto, muito otimista. Veja os 
Exercícios 38 e 39 no fim deste capítulo.) 

Diz-se que uma função q:Y>R é uma extensão de f:X5R 
quando f é uma restrição de «q, isto é, quando se tem XC Ye 
p(x) = f(x) para todo x € X. Quando q for contínua, dir-se-á 
que f estende-se continuamente à função q. 

O teorema seguinte completa o corolário do Teorema 16. 


Teorema 18. Toda função uniformemente contínua f: X > R 
admite uma extensão contínua p: X > R; q é a única extensão 
contínua de f a X e é uniformemente contínua. 


Demonstração. Temos X = XU X’. Para todo x’ € X’, po- 
nhamos ọ(x') = lim f(x). Este limite existe, pelo corolário do 
xx 
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Teorema 16. Como f é contínua, vemos que q(x”) = f(x”) caso 
x E X' NX. Completamos a definição de p pondo q(x) = f(x) 
para x € X. Notemos que, para todo X € X, se X = limxn 
com xn E X, então ọ(X) = limf(x,). Mostremos agora que 
ọ é uniformemente contínua. Dado € > 0, a continuidade uni- 
forme de f nos dá um ô > 0 tal qe x,y € X, |Ix-y| < ô > 


If(x) — fly) < É. Afirmamos que o mesmo ô satisfaz para a 


2 


continuidade uniforme de q. Com efeito, se x, E X são tais 
que |x — 9| < ő, temos X = lim xn ey = limy,, com Xn, Yn EX. 


Daí vem |x — 9| = limix, — Ynl. Logo existe no € N, tal que 
- E 
n > no > |xn— Yn] < 5 Segue-se que |f(xn) — f(yn)l < 5 para 


todo n > no e, portanto, 
— . E 
f(x) — f(g) = lim[f{xn) — flyn)| < 7<E 


Falta apenas verificar a unicidade de «p, mas isto é imediato: se 
p: X — R fosse outra extensão contínua de f, então, para todo 
x € X, escrevendo X = limx,, com Xn € X, teríamos 


Y(X) = (lim) = limb(x) = lim f(x) = lim q(xn) 
= q(limxn) = q(X). 


Corolário. Seja f: X > R uniformemente contínua. Se X é 
limitado, então f(X) é limitado; isto é, f é limitada em X. 


Com efeito, seja q: X — R a extensão contínua de f ao fecho 
de X. Como X é limitado, X é limitado e fechado, e portan- 


to compacto. Pelo Teorema 14, p(X) é compacto e portanto 


limitado. Como f(X) C q(X), a conclusão segue-se. 


Exercícios 


1. Seja f:R—>R contínua. Mostre que o conjunto Z;—(x€eR; 
f(x) = 0) é fechado. Conclua que, se f,g: R > R são 
contínuas então C = {x € R;f(x) = g(x)) é um conjunto 
fechado. 
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. Seja f: X — R contínua, definida num subconjunto X C R. 


Para todo k € R o conjunto dos pontos x € X tais que 
f(x) < k tem a forma FN X, onde F é fechado. Resul- 
tado análogo vale para o conjunto dos pontos x € X, tais 
que f(x) = k e para o conjunto dos pontos x € X, nos 
quais duas funções contínuas f, g: X > R assumem valo- 
res iguais. Em particular, se X é fechado então esses três 
conjuntos são fechados. 


. Dadas f, g: X > R, definamos as funções f V g: X > R 


e f^g: X — R pondo, para cada x € X, (fV g)(x) 
max{f(x), g(x} e (f^ g)(x) = minff(x), g(x)}. Mostre que 
se f e g são contínuas num ponto a € X o mesmo se dá 


comfvVgefAg. 


. Uma função f: A > R, definida num aberto À C R, é 


contínua se, e somente se, para todo c € R os conjuntos 
Elf < c] = {x € A; f(x) < c} e Ef > c] = {x € A; f(x) > c) 
são abertos. 


. Seja f: F — R definida num conjunto fechado F CR. A 


fim de que f seja contínua é necessário e suficiente que, 
para todo c € R, sejam fechados os conjuntos Ef < c] = 
{x e F; f(x) < c} e EF > c] = {x € F; f(x) > cl 


. Dado um subconjunto não-vazio SCR, defina f:R—>R pon- 


do f(x) = infllx—sl;s € S}. Prove que |f(x) —f(u)| < |x—yl 
para quaisquer x,y € R. Conclua que f é (uniformemente) 
continua. 


. Sejam f, g: X —> R contínuas. Se Y C Xe f(y) = g(y) para 


todo y € Y, então f|Y = g|Y. Conclua que se duas funções 
contínuas f, g: R > R são tais que f(r) = g(r) para todo 
T € Q, então f =g. 


. Sejam f, g: [0,1] > R contínuas. Se f(1) = g(0), então é 
` contínua a função h: [0,1] > R, definida por h(x) = f(2x) 


se 0 < x < 1/2, e h(x) = g(2x— 1) se 1/2 < x < 1]. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


É também contínua a função f*: [0,1] — R, definida por 
f*(x) = f(1— x). 


. Seja A C R aberto. A fim de que f: À — R seja contínua 


é necessário e suficiente que f`! (B) seja aberto, qualquer 
que seja B C R aberto. 


Seja F C R fechado. Uma função f: F > R é contínua 
se, e somente se, para todo conjunto fechado G C R, sua 
imagem inversa f~’ (G) é fechada. 


Seja X = YUZ. Se f: X — R é tal que flY e fIZ são 
contínuas então f é contínua em todo ponto a E YNZ. 


Uma função f: X — R é descontínua no ponto a € X se, 

e somente se, existem € > O e uma sequência de pontos 
; 1 

Xn € X tais que |x — al < er elf(x)—f(a)| > £ para todo 

nen. 


Seja F C R um conjunto fechado. Dada uma função conti- 
nua f: F —> R, existe p: R > R contínua tal que q]F = f. 
(Sugestão: Defina q linearmente nos intervalos compo- 
nentes de R — F de modo a coincidir com f nos extremos 
de cada intervalo.) 


Seja f: R — R contínua. Prove que as seguintes condições 
sobre f são equivalentes: 


a) lim |f(x)= lim |f(x)| = +oo; 
x—too X—5—00 
b) Se Im] — +oo, então |f(xn)| = +oo; 
c) Se K é compacto, então f7! (K) é compacto. 


Defina uma bijeção f: R — R que seja descontínua em 
todos os pontos. 


Seja f: X — R monótona, tal que f(X) seja denso num 
intervalo limitado. Mostre que existe uma única função 
contínua (monótona) q: X — R, tal que q|X =f. 
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17. 


18. 


19. 


20. 


21. 
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Seja K o conjunto de Cantor. Escreva A = [0,1] —K e 
defina uma função monótona não-decrescente f: A 5 R, 
constante em cada intervalo componente de A, tal que f(A) 


; z m 
seja o conjunto das frações da forma m pertencentes a 


[0,1]. Mostre que existe uma função monótona contínua 
q: [0,1] > R que coincide com f nos pontos de A. (Função 
de Cantor.) 


Seja f: R — R uma função arbitrária. Para cada n € N, 
consideremos o conjunto C,, formado pelos pontos a € R 
com a seguinte propriedade: existe um intervalo aberto I, 


1 
contendo a, tal que x,y E€ I > |f(x) — f(y)| < = Prove: 


1. Cada Cn é um conjunto aberto; 


2. f é contínua no ponto a se, e somente se, a € Cn para 
todo n € N; 


Conclua que o conjunto dos pontos de continuidade de 
qualquer função f: R — R é uma interseção enumerável 
de abertos. Em particular (veja o Exercício 55, Capítulo 
V) não existe uma função f: R > R que seja contínua nos 
pontos racionais e descontínua nos irracionais. 


Não existe f: R — R contínua que transforme todo número 
racional num irracional e vice-versa. 


Seja f: I — R, contínua, limitada num intervalo. 
Para todo a € I, o conjunto dos valores de aderência de 
f no ponto a é um intervalo (compacto). Isto inclui 
a=-c ea = +o, no caso de ser ilimitado o intervalo 
I. Em particular, se f: [0,+00) — R é contínua e limi- 
tada, o conjunto dos pontos da forma c = lim f(x) onde 
Xn — +00 é um intervalo fechado e limitado. 


Sejam T o conjunto dos números transcendentes negativos 
e A o conjunto dos números algébricos > 0. Defina 
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22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


f: TUA — [0, +00) pondo f(x) = x?. Mostre que f é 
uma bijeção contínua, cuja inversa é descontínua em todos 
os pontos, exceto 0. 


Seja f: [a,b] — [a,b] contínua. Prove que f possui um 
ponto fixo, isto é, existe x € la, b] tal que f(x) =x. (Teo- 
rema de Brouwer em dimensão 1.) Dê exemplo de uma 
função contínua f: [0,1) — [0,1) sem ponto fixo. 


Seja n ímpar. Prove que, para todo y € R, existe um único 
x € R, tal quex" = y e que, escrevendo x = y, a função 
vs 47, assim definida é um homeomorfismo de R sobre 
R. 


Sejam K compacto e F fechado, não-vazios. Mostre que 
existem xo € K, yo EF, tais que xo — Vol < |x — yl, para 
quaisquer x E€ K, y €e F. Dê exemplo de dois conjun- 
tos fechados e disjuntos F, G tais que inflix — yl; x € F, 
y E€ G}=0. 


Seja f: R — R contínua. Se, para todo aberto A C R, 
sua imagem f(A) for aberta, então f é injetiva e portanto 
monótona. 


Seja p: R — R um polinômio de grau par, cujo coeficiente 
líder é positivo. Prove que p assume um valor mínimo 
em R, isto é, existe xo € R tal que p(xo) < p(x) para 
todo x € R. Sep(xo) < O, mostre que p possui pelo menos 
duas raízes reais. Enuncie e demonstre resultados análogos 
quando o coeficiente líder de p é negativo. 


Se toda função contínua, definida num certo conjunto X, é 
limitada, então X é compacto. 


Seja f: RR contínua. Se lim f(x)= lim f(x)=+ o, 
x—-+oo Xx—-—oo 


então existe um ponto xo € R no qual f assume seu valor 
mínimo. 
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29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 
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x 
Mostre que f: (—1, +1) — R, definida por f(x) = T- 


é um homeomorfismo entre o intervalo (—1,+1) e a reta. 


Classifique os intervalos da reta quanto a homeomorfismos, 
isto é, faça uma lista de tipos de modo que dois intervalos 
são homeomorfos se, e somente se, têm o mesmo tipo. (Por 
exemplo, dois intervalos abertos quaisquer, limitados ou 
não, são sempre homeomorfos. Já um intervalo fechado, 
limitado, só pode ser homeomorfo a outro que seja também 
limitado e fechado). 


Se f,g: X —> R são uniformemente contínuas então f + g, 
fAgefvVg também o são. (Veja o Exercício 3 acima.) 
Por outro lado, o produto de duas funções uniformemente 
contínuas pode não ter essa propriedade, a menos que as 
funções sejam limitadas. A composta de duas funções uni- 
formemente contínuas é uniformemente contínua. 


Seja g: R > (—1, +1) o inverso do homeomorfismo f de- 


finido no Exercício 29. Mostre que g é uniformemente 
contínuo mas g7! = f não o é. 


A função f: R > R, definida por f(x) = sen x, é uniforme- 
mente contínua, mas g(x) = sen(x?) define uma g: R = R 
contínua que não é uniformemente contínua. 


Seja X C R um conjunto não-fechado. Mostre que existe 
uma função contínua f: X — R que não se estende conti- 
nuamente a X. 


Um polinômio p: R — R é uma função uniformemente 
contínua se, e somente se, tem grau < 1. 


f:X> R é contínua se, e somente se, para cada € > 0, 
existe uma cobertura X C {J Ix com Ix = (x — dy, x + ôx), 


xEX 
tais que y,z E XN L > f(y) — flz)l < :. A função 
f é uniformemente contínua se, e somente se, para cada 
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37. 


38. 


39. 


40. 


4l. 


42. 


43. 


€ > 0, os intervalos Iy puderem ser escolhidos com o mesmo 
comprimento. 


A função f(x) = x” é lipschitziana em cada conjunto limi- 
tado mas, se n > 1, não é uniformemente contínua num 
intervalo ilimitado. 


A função f: [0, +00) — [0, +00), definida por f(x) = Yx, 

não é lipschitziana num intervalo da forma [0, a], a >Q, 

embora seja uniformemente contínua aí. Por outro lado, f é 

lipschitziana, com constante c = ———=== , no intervalo 
n- gy qn 

la, +00). Concluir que f é uniformemente contínua em 

[0, +00). 


Seja Nº = fatime N}. Escreva F = N U N* e de- 


1 1 
fina f: F — R pondo f(n) = 2 ef nro e 
Mostre que os conjuntos N e N* são fechados, que f|N e 
fIN* são uniformemente contínuas, mas f: F — R não é 
uniformemente contínua. 


Dê exemplo de dois abertos A, B e uma função contínua 
f:AUB —> R tal que fiÃ e fIB sejam uniformemente 
contínuas, mas f não seja. 


Toda função contínua monótona limitada f: I — R, defini- 
da num intervalo I, é uniformemente contínua. 


Seja f: X > R contínua. Para que f se estenda continu- 
amente a uma função q: X > R é necessário e suficiente 
que exista lim f(x) para todo a e X’. 

xa 


Seja f: [a,b] — R contínua. Dado € > O, existem 
a = Qo < M < < an- < an = b tais que, para 
cada i = 1,2,...,m, Xy E las, a] > |f(x)— f(y)| < e. 
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44. 


45. 


46. 


47. 
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Uma função contínua q: [a,b] — R chama-se poligonal 
quando existem a = q <q < > <a = b tais 
que glla;, ai] é um polinômio de grau < 1, para cada 
i=1,...,n. Prove que, se f: [a, b] > R é contínua, então, 
dado £>0, existe uma função poligonal q: la, b]I5R, tal 
que |f(x) — p(x)| < £ para todo x € la, b]. 


Dado E: la, b)5R, se existem a=ag<a, < «e: < an=b 
tais que Ella 1,0) é constante (=c) para cada 
i = 1,2,...,n, E chama-se uma função-escada. Mostre 


que se f: [a,b] — R é contínua, então, para cada E > 0, 
existe uma função escada E: [a,b] — R, tal que 
f(x) — E(x)| < £ qualquer que seja x € Ta, b]. 


Dada uma função f: X > R, suponha que para cada £ > O 
se possa obter uma função continua g: X — R, tal que 
f(x) — g(x)| < € qualquer que seja x € X. Então f é 
contínua. 


Seja X C R. Uma função f: X — R diz-se semicontínua 
superiormente no ponto a E€ X quando, para cada e > 0 
dado, pode-se obter ô > 0, tal que x E€ X, Ix—al< 5 = 
f(x) < f(a)-+e. Diz-se que f é semicontínua superiormente 
quando ela o é em todos os pontos de X. 


a) Defina função semicontínua inferiormente e mostre 
que f é contínua num ponto se, e somente se, é semi- 
contínua superior e inferiormente naquele ponto. 


b} Prove que um subconjunto À C R é aberto se, e 
somente se, sua função característica ča: R > R 
(definida por Ea(x) = 1 sex € A e a(x) = O se 
x É A) é semicontínua inferiormente. 


c) Enuncie e prove um resultado análogo ao anterior 
para conjuntos fechados. 
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Mostre, mais geralmente, que para todo subconjun- 
to X C R, sua função característica Ex: R > R é 
descontínua precisamente nos pontos da fronteira de 
X. Dado a € fr X, mostre que Ex é semicontínua su- 
periormente no ponto a se a € X e inferiormente se 
a é X. Conclua que a função f: R —> R, definida por 
f(x) = 1 para x € Q e f(x) = 0 para x irracional, é 
semicontínua superiormente nos números racionais e 


- inferiormente nos números irracionais. 


f) 


g) 


h) 


1 

Seja f: R — R definida por f(x) = sen — se x £0 e 
x 

f(0) = c. Mostre que f é semicontínua superiormente 

no ponto O se, e somente se, c > 1. (E inferiormente 

se, e somente se, c < —1.) Tomando ~I < e < 1, 

mostre que f é semicontínua no ponto O. 


As funções f,g: R — R, onde f(0) = g(0) = 0 e, 
para x £0, f(x) = xsen z, g(x) = nº são semi- 
contínuas inferiormente, mas seu produto f - g não é 
uma função semicontínua no ponto 0. 


Para que f: X — R seja semicontínua superiormente 
no ponto a E€ XN X’ é necessário e suficiente que 


limsup f(x) < f(a). Equivalenteménte: para toda 
x5a 


sequência de pontos Xn E X com limx, = a, que seja 
limsupf(x,) < f(a). Vale resultado análogo para 


n—oo 
semicontinuidade inferior. 


A soma de duas funções semicontínuas superiormente 
num ponto ainda goza da mesma propriedade. Use 
o item e) com c = le c = —] para dar exemplo 
de duas funções semicontínuas (uma superiormente e 
outra inferiormente) cuja soma não é semicontínua. 
Mostre que se f é semicontínua superiormente, —f é 
inferiormente. 
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i) 


j) 
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Sejam f, g: X — R semicontínuas superiormente num 
ponto. Se f(x) > 0 e g(x) > 0 para todo x € X, então 
o produto f - g é uma função semicontínua superior- 
mente no mesmo ponto. 


Quando X C R é compacto, toda função semicontínua 
superiormente f: X — R é limitada superiormente e 
atinge seu valor máximo num ponto de X. Enuncie e 
prove um fato análogo para semicontinuidade inferior. 


Capítulo VII 


Derivadas 


Este capítulo é dedicado ao estudo das derivadas de funções 
reais de uma variável real. Pressupomos que o leitor já tenha 
estudado, num curso de Cálculo, os aspectos computacionais e 
as aplicações mais elementares das derivadas. Esperamos, prin- 
cipalmente, que ele esteja familiarizado com o significado ge- 
ométrico da derivada como coeficiente angular da tangente ao 
gráfico de uma função. 

Embora essas imagens intuitivas não desempenhem papel al- 
gum no desenvolvimento lógico do texto, consideramos indis- 
pensável a atitude mental de pensar no gráfico de cada função 
mencionada no presente capítulo. Do contrário, seria difícil 
imaginar soluções para os exercícios propostos e entender o sig- 
nificado das proposições e dos exemplos. Até mesmo o próprio 
conceito de derivada se tornaria artificial e injustificado. 


1 Definição e propriedades da deriva- 
da num ponto 


SejanXcR,f:X>ReaeXNX' (isto é, a é um ponto 
de acumulação de X pertencente a X). 
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Diremos que f é derivável no ponto a quando existir o limite 


f'(a) = lim (ld O, 
xa x— a 


No caso afirmativo, o limite f'(a) chama-se a derivada de f no 
ponto a. 

Bem entendido, a função q: x = [f(x) — f(a)l/(x — a) é 
definida no conjunto X— {a}. Geometricamente, q(x) representa 
a inclinação (ou coeficiente angular) da secante ao gráfico de f 
que passa pelos pontos (a, f(a)) e (x, f(x)). A reta que passa 
pelo ponto (a, f(a)) € R? e tem inclinação igual a f'(a) chama- 
se a tangente ao gráfico de f no ponto (a, f(a)). A inclinação da 
tangente é, portanto, o limite das inclinações das retas secantes 
passando pelos pontos (a, f(a)) e (x, f(x)) quando x > a. 

Escrevendo h = x—a, ou x = a+h, a derivada de f no ponto 
a €XNX' torna-se o limite: 


© f(a) = jim Met tdo tod 


Agora, a função hm [f(a +h) — f(a)l/h é definida no conjunto 
Y=(lheR-(0) a+h € X} o qual tem O como ponto de 
acumulação. g 

Quando a € XN Xİ (isto é, quando a é um ponto de acumu- 
lação à direita de X, e a ele pertence), podemos definir a derivada 
à direita da função f no ponto a, como sendo o limite (se existir): 


fi (a) = lim f(x) — f(a) = tm fla+h)- fla) 
x—a+ x—a h50+ h 


Analogamente se define a derivada à esquerda, f/ (a) quando a 
é um ponto de acumulação à esquerda, que pertence ao domínio 


de f. 


Evidentemente, quando a € X é ponto de acumulação à di- 
reita e à esquerda (exemplo mais importante: a € int(X)) então 
f'(a) existe se, e somente se, existem, e são iguais, as derivadas 
laterais fi (a) e f” (a). 
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Por. exemplo, quando se diz que uma função f: lc dl > R, 
definida num intervalo compacto, é derivável num ponto a € 
lc, d] isto significa, no caso de a € (c, d), que f possui as duas 
derivadas laterais no ponto a e elas são iguais. No caso de a ser 
um dos extremos, isto quer dizer apenas que existe, no ponto a, 
aquela derivada lateral que faz sentido. 


Observação: Segue-se das propriedades gerais do limite que 
f: X> R é derivável no ponto a se, e somente se, dada qualquer 
sequência de pontos Xn E€ X— fa) com lim x, = a, tem-se 


lim f(xn) — f(a) 
n— 00 Xn— a 


= f'(a). 


Mais geralmente, seja dada qualquer função g: Y > X C R tal 
que lim g(y) = a, com b € Y’. Se y Æ b > g(y) Æ a então 
Y 
temos i 
lim (90) — f(a) spia: 
vb g(y)—-a ' 


Exemplos. 


1. Seja f: R > R constante, isto é, existe c € R tal que f(x) = c 
para todo x € R. Então f'(a) = O para todo a € R. (A derivada 
de uma constante é nula.) 


2. Seja f: R — R dada por f(x) = cx+ d. Então, para to- 
do a ER, f(x) — f(a) = c{x — a), de modo que o quociente 
(f(x) — f(a)]/(x — a) = c é constante e, assim sendo, f'(a) = c 
para todo a E R. 


3. Seja f(x) =x?. Então f(a +h) = (a + h? = a? + 2ah + hê, 
de modo que [f(a + h) — f(a)lh = 2a + h e assim 
f'(a) = lim(2a +h) = 2a. 


4. Usando a fórmula do binômio de Newton se mostra, 


KAJ 
como acima, que se p(x) = 5 ax! é um polinômio então, 
i=0 
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=1 axi! para qualquer x E€ R. 
Fa 


5. Seja f: R — R definida por f(x) = |x]. Então, para x Æ 0, 


f(x) — f(0) — bel =+I(+lsex>0e-—Isex< 0). Segue-se 


X — 
que existem “O =Yef'(0) = —1 mas não existe f'(0). Para 


a Æ 0, entretanto, existe f'(a), que vale 1 sea > 0 e —1 se” 


a<o. 


6. Seja f: [0, +00) — R definida por f(x) = yx. Para todo 
a € (0, +c0) eh Æ 0, temos 


Vath-va h E 1 
Ch h(Varh+rva) varh+ya 


Portanto, se a > 0 existe f'(a) = Entretanto, no ponto 


1 
Za 
a = 0, temos 

f(0+h)-f(0) vh _ 1 
h oh yh 
logo não existe o limite quando h > 0, ou seja, a função 
f(x) = yx não possui derivada no ponto 0. 


7. Seja f: R — R definida por f(x) = inflx— nl; n € Z) 
ou seja, f(x) é a distância de x ao inteiro mais próximo. 
2 


1 
x € [ngm]. f(x) =n+1—-x. O gráfico de f é uma 


1 
Então, se x € [en l f(x) =x—n. Por outro lado, se 


11 
serra cujos dentes têm pontas nos pontos (n + > 5) . Existe a 
: F 1 ; 
derivada de f em cada ponto do intervalo (» n+ 5) e é igual 


1 
a 1. Para cada a € (n+ prt 1) também existe a derivada 
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1 
f'(a) = —1. Nos pontosn en + z com n E€ Z, existem apenas 


as derivadas laterais mas são diferentes. 


Observação: Sendo definida como um limite, a derivada tem 
caráter local. Assim, se a função f: X > R possui derivada num 
ponto a € XNX' então, dado Y C X tal que a € YN Y’, a função 
g = f|Y também tem derivada no ponto a, sendo g'(a) = f'(a). 
Se Y = IN X, onde I é um intervalo aberto contendo o ponto a, 
então vale também a recíproca: a existência de g'(a) implica a 
existência de f'(a). 

Diremos que f: X — R é derivável no conjunto X quando 
existir a derivada de f em todos os pontos a E€ XN X’. 

Interpretaremos agora a existência da derivada f'(a) como 
significando que, nas proximidades de a, a função f se exprime 
como um polinômio de grau < 1 mais um resto que é “muito 
pequeno” num sentido bem preciso. 

Se f: X — R possui derivada num ponto a € XN X’, escreve- 
remos r(h) = f(a+h)—f(a)—f'(a)-h. Então para todo h Æ 0, 
tal que a +h € X teremos 


r(n) 


(1) fla+h)=f(a)+f{(a)-h+r(h), com lim = =0. 
a gh) 
Por causa da relação lim Ee O, diz-se que o “resto” r(h) 


tende para zero mais rapidamente do que h. Diz-se também que 
r(h) é um infinitésimo (= função cujo limite é zero) de ordem 
superior a 1, relativamente a h. 

Riciprocamento: dada f, suponhamos que exista uma cons- 
tante L tal que se possa escrever 


(2) fla+h)=fl(a)+L-h+r(h), com lim =0. 


(Bem entendido, a primeira igualdade sempre pode ser 
apenas a definição de T(h). O crucial é saber se 


2 


escrita: ela é 
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lim ai = 0.) Neste caso, tem-se 
h>0 h 
fl(a+h)— f(a) r(h) 
A Sidi CR e CE PR 
h a h 
e, portanto, lim io Ep = L, isto é, existe a derivada 


f'(a) e é igual a L. , 

A condição (2) é portanto necessária e suficiente para a exis- 
tência da derivada f'(a). A constante L, se existir com aquela 
propriedade, é única e igual a f'(a). 

As condições (1) e (2) são pois equivalentes. Elas podem 
ainda ser escritas sob a forma 


(3) flath) =f(a)+If(a)+p(h)h, com lim p(h) =0. 


A função p será definida para todo h tal queat+h ex 
(inclusive h = 0). Para h Æ 0, teremos 
T(h) flar+h)-f(a) 
MES A pia): 
eh) = =. (a) 
Para h = 0, poremos p(h) = 0. Assim a continuidade da função 
p no ponto O equivale à existência da derivada f'(a). 
Considerações análogas podem ser feitas quanto às derivadas 
laterais. Basta supor h > 0 para a derivada à direita e h < 0 no 
caso de derivada à esquerda. 


Exemplos. 


8. Temos (a +h)? = a?+2ah+h2. Aqui f(x) = x2, f'(a) = 2a 
e r(h) = h?. Ao darmos um pequeno acréscimo h ao ponto a, 
o acréscimo sofrido por seu quadrado, isto é (a + h}? — a2, é 
essencialmente igual a 2a -h (= f'(a).h) já que o resto hê é 
desprezível em relação a h (se h é muito pequeno). 


9. Sabe-se do Cálculo que a função f:R — R, dada por 
f(x) = senx, possui, em todo ponto a € R, a derivada 
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f'(a) = cosa. Então podemos escrever sen(a + h) = sena + 
h.cosa+r(h), onde lim ai) = 0. Portanto, para valores muito 
pequenos de h, temos aproximadamente sen{a +h) ~sena+h. 
cosa, com erro igual a uma fração pequena de h. (O número 
p(h) fornece a razão entre o erro r(h) e o acréscimo h.) Compare 
com a fórmula da Trigonometria: sen(a + h) = sena - cosh + 
cosa-senh. Obtemosr(h) = sen a- {cos h—1)+cos a- (sen h—h). 


h — 
Isto confirma que lim rh) = 0. Com efeito, lim cosh- 1 = 0 
h5o h h50 h 
e tim (= — 1) = 0 como resulta do cálculo das derivadas de 


cosx e senx no ponto 0. 

A expressão f'(a) - h, que fornece uma boa aproximação 
para o acréscimo f(a +h) — f(a) quando h é pequeno, é chama- 
da a diferencial de f no ponto a. Observe que a diferencial 
é uma função de h (e do ponto a). Escreve-se, às vezes, 
df(a) =f'(a)-h. 

Estabeleceremos agora as propriedades mais básicas para a 
derivada num ponto. Em primeiro lugar, mostraremos que não 
pode existir a derivada num ponto onde a função é descontínua. 


Teorema 1. Se existe a derivada f'(a) então f é contínua no 
ponto a. 


- , co f(x)—f{a = 
Demonstração. Se existe o limite lim f) — fla) então existe 
xa x— a 


também o limite 


ialt — fa] = ly [E qe a) 
= lim fl) — fa) “lim (x — a) =0. 
x5a x—a xa 


Logo f é contínua no ponto a. 


Observação: 1. Se existe apenas uma derivada lateral, f pode 
ser descontínua no ponto a. Por exemplo: f:R > E, com 
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f(x) = 1 sex > 0e f(x) = —l sex < 0. Neste caso, 
fi (0) = O mas f/ (0) não existe. Entretanto, o mesmo argu- 
mento acima mostra que se fi (0) existe então f é contínua à 
direita no ponto a, isto é, dim, f(x) = f(a). Do mesmo mo- 


` 


do, a existência da derivada à esquerda, f/ (0) implica que f 
é contínua à esquerda neste ponto, ou seja, f(a) = lim f(x). 
Em particular, para que f seja contínua no ponto a, basta que 
existam as duas derivadas laterais, mesmo sendo diferentes. No 
exemplo que acabamos de dar, a função f é contínua à direita 
e descontínua à esquerda no ponto O. Assim sendo, a derivada 
fL (0) não existe. 


2. Os Exemplos 5, 6 e 7 acima mostram que uma função pode 
ser contínua em toda a reta e não ser derivável em alguns pon- 
tos. É possível construir uma função f: R — R contínua, que 
não possui derivada em ponto algum da reta. Veja o livro Es- 
paços Métricos, do autor, Exemplo 33 do Capítulo 7, onde se 
mostra que a maioria das funções contínuas não possui derivada 
em nenhum ponto. p 
Teorema 2. Sejam f, g: X — R deriváveis no ponto a € XNX'. 


Então f +g, f - g e f/g (caso g(la) £ 0) são deriváveis nesse 
mesmo ponto. Tem-se 


(f+ g)(a) =f'(a Jag 
(f: g)'(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - g'(a) 
(5) wt Ji gla) — f(a) - g'(a) 


g g(a)? 


Demonstração. Consulte qualquer livro de Cálculo. 


Corolário. Sec € R então (c-f)'=c-f'. Se fla) Æ O então 


(3) a = aj 
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Teorema 3. (Regra da cadeia). Sejam f:X59R, g: Y — R, 
f(X) CY ae XNX,b= f(a) Ee YANAY’. Se existem f'(a) 
e g'(b) então gof: X — R é derivável no ponto a, valendo 
- (go f}'(a) = g'(b) - f'(a). 


Demonstração. Temos 


fla+h) = f(a) + if{a)+p]-h, onde lim e(h) =0, 
g(b +k) = g(b) + [g'(b)+0]-k, onde lim o(k) = 0. 


Estamos escrevendo, por simplicidade, p e o em vez de p(h) 
e o(k) respectivamente.: Pondo 


k=f(a+h)-f(a)=[f(a)+p)-h, temos fla+h)=b+k 
e 


eloa = g(b +k) = g(b) + [g'(b) + o] - k 
g(b) + [g'(b) +0]; f(a) +p]-h 
g(b) + Ig'(b)-f(a)+6]-h 


com O(h) = o(f(a +h) — f(a)) - F(a) + p(h)] + g'(b) - p(h). 
Como f é contínua no ponto a e o é contínua no ponto 0, temos 
lim o(f(a + h) — f(a)) = 0 logo lim 9(h) = 0, o que prova o 
teorema. 


Corolário. (Derivada de uma função inversa.) Seja f: XYCR 
uma função que possui inversa g=I:Y5XCR. Sef é 
derivável no ponto a EXNX' e g é contínua no ponto b = f(a) 
então g é derivável no ponto b se, e somente se, f'(a) #0. No 
caso afirmativo, g'(b) = ——. 
fi , g ( ) f'(a) 

Observação: A continuidade de g no ponto b será conseqüência 
da continuidade de f no ponto a quando f for contínua em to- 
dos os pontos de X e, além disso, X for um intervalo ou X for 
compacto. 
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Vejamos a demonstração do corolário. Como gé contínua no 
ponto b, temos lim gly) =g(b) =a. Além disso, y € Y —{b} > 
y> 


g(y) £ a. Logo 


glu) — gb) gly)—a 

iago Cub Holy fa) 
— lim É fotu) ed) -1 
| y> (y)—-a f'(a) 


Logo g'(b) existe e é igual a 1/f'(a) quando f'(a) £ 0. Re- 
ciprocamente, se existe g'(b), então, como g o f = idx, a regra 
da cadeia nos dá g'(b) - f'(a) = 1, e, portanto, f'(a) Æ 0, com 


Exemplo 10. A função f: R — R, definida por f(x) = x”, é uma 


bijeção contínua, com inversa contínua g: R > R, gly) = YU. 
Tem-se f'(a) = 302. Logo f'(a) £0 para a £ 0 mas f'(0) = 0. 
Logo g não possui derivada no ponto O = f(0). Para a £0e 
b = q? o corolário acima nos dá g'(b) = za — E fórmula 
que, evidentemente, não faz sentido para b = 0. 

A derivada é o instrumento por excelência para estudar: o 
crescimento de uma função na vizinhança de um ponto. O teo- 
rema seguinte e seu corolário nos dão uma indicação de como isto 
é feito. Resultados “globais”, que levam em conta a existência da 
derivada em todos os pontos de um intervalo, serão estabelecidos 
no parágrafo seguinte. 

Diz-se que uma função f: X — R possui um máximo local no 
ponto a € X quando existe ô > O tal que x € XN(a-—5,a+5) > 
f(x) < fla). Quando vale a implicação x € (X— fa) A 
(a— 5,445) > f(x) < f(a), dizemos que f possui um máximo 
local estrito no ponto a. Definições análogas podem ser dadas 
para um mínimo local e para um mínimo local estrito. 
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Exemplo 11. A função f: R > R, f(x) = x?, possui um mínimo 
local estrito no ponto 0. A função g: R > R, g(x) = sen x, pos- 


- f x po. . 
sui máximos locais estritos nos pontos (4k 41 15 e mínimos locais 


estritos nos pontos (4k— 1 )Z, ke Z. Uma função constante pos- 
sui máximo local e mínimo local (não-estritos) em cada ponto 
do seu domínio. Já h: R > R, definida por h(x) = 1 sex > 0 
e h(x) = —] se x < 0 tem um máximo local (não-estrito) no 
ponto O, o qual não é um mínimo local. A função q: R —> R, 


1 
(x) =x? (1 + sen 2) se x Æ 0, q(0) = 0, é contínua e possui 


um mínimo não-estrito no ponto O. Tem-se (x) > O para todo 
x, (0) = 0 e em qualquer vizinhança de O há pontos x tais que 
(x) =0. 


Se uma função não-decrescente f: X > R possui derivada 


num ponto a, deve ser f'(a) > O porque para todo x Æ a tem- 
a fl) — fla) 


> 0. Analogamente, se existe f'(a) e f é não- 


crescente, então f'(a) < 0. Observe que f crescente não assegura 
f'(a) > 0, como mostra a função crescente f(x) = x?, para a 
qual se tem f'(0) = 0. Note-se ainda que (sendo a € X ponto 
de acumulação dos dois lados), para garantir f'(a) > O basta 
supor que x < a < y > f(x) < fla) < f(y), isto é, que f 
assume valores f(x) < f(a) nos pontos x à esquerda de a e 
valores f(y) > f(a) nos pontos y à direita de a. Isto não significa 
necessariamente que f seja crescente, pois é uma condição na qual 
apenas o ponto a é tomado como centro de referência. (Veja o 
Exemplo 12 abaixo.) Mostraremos agora que, reciprocamente, o 
sinal da derivada fornece informações sobre a variação da função. 


Teorema 4. Seja f: X — R derivável à direita no ponto 
a € XNXİ. Sefi (a) > 0, então eriste © > 0 tal que x E X, 
a<x<a+õ => f(a) < f(x). 
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Demonstração. Temos lim = fila) > 0. Pelo 
` xoa+ 


Corolário 1 do Teorema 5, Capítulo VI (veja também a obser- 
vação em seguida ao Teorema 10 do mesmo capítulo), existe 


f(x) — f(a) 


f(x)— f(a) 
x— a 


5 > 0 tal que x € X, a < x < a+ ô> > 0, e, 


portanto, f(x) — f(a) > 0, como queríamos demonstrar. 


Observação: Trocando-se os sinais > e <, + e —, obtêm-se mais 
três teoremas análogos a este, com demonstrações semelhantes. 
O primeiro diz que se f/ (a) > 0, então f(x) < f(a) para todo 
x < a e suficientemente próximo de a. O segundo afirma que se 
fila) < O então para qualquer x > a suficientemente próximo 
de a tem-se f(x) < f(a). Finalmente, se f(a”) < 0, então 
f(x) > f(a) para todo x < a suficientemente próximo de a. 
(Em todos estes casos, bem entendido, estamos supondo x € X.) 
Evidentemente, se existe a derivada f'(a) então f'(a) > O implica 
uma afirmação bilateral como a do corolário seguinte: f 


Corolário 1. Seja a E€ X um ponto de acumulação à direita 
e à esquerda. Se f: X — R possui, no ponto a, uma derivada 
f'(a) >0 então existe ô > 0 tal que x,y E€ X, ea-ô<x<a< 
y < a+ õ implicam f(x) < f(a) < f(y). 


Corolário 2. Seja a E XNXiNX!. Sef: X > R é derivável no 
ponto a e possui um máximo ou um mínimo local nesse ponto, 
então f'(a) = 0. 


Com efeito, se fosse f'(a) > 0 o corolário 1 excluiria a exis- 
tência de máximo ou mínimo local no ponto a. Um análogo do 
mesmo corolário também diria que não pode ser f'(a) < 0. Logo, 
deve ser f'(a) = 0. 


Exemplos. 


12. A conclusão do Teorema 4 não implica que exista um in- 
tervalo à direita de a no qual f seja crescente, como também o 
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Corolário 1 não diz que f'(a) > O implica f ser crescente nu- 
ma ia de a. “Vejamos um exemplo sobre isto. À função 


f(x) = xsen — =x * 0), f(0) = 0, é contínua em toda a reta e 
1 


1 
possui PEA f(x) = sen- — 5: cos — em todos os pontos 


-f f 1 
x £ 0. Mas f'(0) não existe porque oi = = = sen — 
não possui limite quando x — 0. Consideremos então a função 

J ] 
g: R — R, dada por g(x) = x} sen — quando x £ 0 e g(0) = 0. 
“Novamente, g é contínua em toda a reta e, para x Æ 0, tem-se 
g'(x) = 2x sen — — cos —. Não existe lim g'(x) mas não faz mal. 
X x . X50 


Não é assim que se define g'(0). Temos god 9(0) gt) = 


— O x 
x sen - Logo g'(0) = lim xsen + =0. Kam ‘g possui derivada 
em todos os pontos da reta. Ainda não é g, porém, a função que 
desejamos. Tomaremos q: R — R, dada por (x) = x? sen -+5 
se x Æ 0 e p(0) = O. Vemos, como acima, que q é contínua e 


possui derivada em todos os pontos da reta. No ponto que nos in- 
1 
teressa, p'(0) = =. O Teorema 4 nos assegura a existência de um 


ô>0tal que 0 <x < ô> ọ(x)>0e—8<x<0 => ọ(x)<0. 
Note porém que q não é crescente em vizinhança alguma de O 


1 Ka ; 
pois, sendo p'(x) = 2xsen zeco +35 se tomarmos x muito 


1 
pequeno com sen — = 0 e cos e 1 teremos q'(x) < 0; se x for 


; ; 1 
escolhido, ainda pequeno, com sen— = 1 e cos— = O, teremos 
x x 


p'(x) > O. Assim existem pontos x arbitrariamente próximos 
de O nos quais q'(x) é positivo ou negativo. Como observamos 
antes da demonstração do Teorema 4, isto exclui a possibilidade 
de q ser monótona numa vizinhança de zero. Nem sequer pode 
ser p monótona num intervalo do tipo (0,8) ou (—5,0) pois no 
argumento que acabamos de usar, x pode ter o seu sinal pré- 
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fixado. Notemos ainda, a propósito deste exemplo, que 9 não 
pode ser injetiva em nenhum intervalo do tipo (0,5) ou (—ô, 0). 
Com efeito, sendo contínua, q injetiva num intervalo implicaria 
p monótona (Teorema 13, Capítulo VII), o que não ocorre neste 
caso. 


13. A recíproca do Corolário 2 é falsa. A função f(x) = x? 


tem derivada nula no ponto O mas é crescente ém toda a re- 
ta, logo não assume máximo nem mínimo em ponto algum. A 
função g(x) = |x| possui um mínimo no ponto x = 0, no qual 
as derivadas laterais são g/(0) = +1 e g'(0) = —1. Assim, 
no Corolário 2 é necessário que exista a derivada. Finalmente, é 

— essencial para a validez daquele corolário que o ponto a seja pon- 
to de acumulação dos dois lados. Por exemplo, h: [0, +00) >R, 
definida por h(x) = x +x?, possui um mínimo (= 0) no ponto 
a = 0, mas aí temos h'(0) = 1. O motivo é que, sendo O pon- 
to de acumulação do domínio de h apenas à direita, a derivada 
h'(0) é essencialmente uma derivada lateral. 


2 Funções deriváveis num intervalo 


Se quiséssemos prosseguir considerando funções definidas em 
subconjuntos arbitrários de R teríamos que tomar, nos próximos 
teoremas, um conjunto compacto X C R tal que todo ponto 
x € X, com exceção de a = inf X e b = sup X, fosse ponto de 
acumulação de x à esquerda e à direita e, além disso, X Æ (a, b}. 
Ora, um tal conjunto coincide com o intervalo [a, b]. (De fato, o 
aberto R—X é reunião de intervalos abertos dois a dois disjuntos. 
Dois deles são (—co, a) e (b, +00). Se (c, d) fosse outro intervalo 
componente de R — X, teríamos c € X mas c não seria ponto de 
acumulação de X à direita. Também d € X, mas d não seria 
ponto de acumulação à esquerda de X. Então (c,d) = (a,b), o 
que é absurdo pois XN (c, d) = Ø, enquanto XN (a, b) 0.) 

Quando a função f: I > R possui derivada em todos os pon- 
tos do intervalo I, considera-se a função derivada f':I — R, que 
associa a cada x € I a derivada f'(x). Quando f’ é contínua, 
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diz-se que f é uma função continuamente derivável no intervalo 
I, ou uma função de classe.C!. Isto nem sempre ocorre: a função 
derivada não precisa ser contínua. 


1 

Exemplo 14. Seja f: R — R definida por f(x) = x? sen — 

quando x Æ 0 e f(0) = 0. Sua derivada f’: R — R é dada por 
1 

Fix) = 2x sen — — Cos se x 0, f(0) = O. Vê-se que f’ é 


descontínua no ponto O. Logo f não é de classe C! em toda a 
reta. 

Quando uma função f: I — R é de classe C! no intervalo I, 
dados a < b em I, se f'(a) < d < f'{b) então existe c € I, com 
a< c< b, tal que f(c) = d. Isto decorre do Teorema do Valor 
Intermediário para funções contínuas aplicado à derivada f’. 

Acontece, porém, algo surpreendente. A derivada f’ não pre- 
cisa ser contínua. O teorema abaixo, devido a Darboux, nos 
diz que se f é derivável em [a, b], sua derivada f’, mesmo sendo 
descontínua, cumpre a condição do valor intermediário. 


Teorema 5. (Valor intermediário para a derivada.) Seja ` 
f: [a,b] — R derivável em todos os pontos x € la,b]. Se 
f(a)<d<f'(b) então eriste c € (a,b) tal que f'(c) = d. 


Demonstração. Consideremos primeiro o caso d = 0, isto é, 
f(a)< 0< f'(b). Então, pelo Teorema 4, teremos f(a) > f(x), 
para x próximo de a, e f(x) < f(b), para x próximo de b. Por 
conseguinte, o mínimo de f em [a,b] (que existe em virtude do 
Teorema de Weierstrass, pois f é contínua no compacto la, b]) é 
atingido num ponto c € (a,b). Pelo Corolário 2 do Teorema 4, 
temos f'(c) = 0. O caso geral se reduz a este considerando-se a 
função auxiliar g(x) = f(x) — d- x. Evidentemente g'(c) = 0 & 
f'(c)=de g'(a)<0< g'(b)& f'{(a)< d< f'(b). 


Corolário. Se f: I > R é deriyável num intervalo 1, então f' 
não pode ter descontinuidade de primeira espécie em I.. 


Para demonstrar o corolário, seja c € I um ponto no qual 
tenha sentido limite à direita (isto é, c não é a extremidade 
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superior de 1). Se existir L = lim f'(x), mostraremos que se terá 
XS€C 

necessariamente L = f'(c). Com efeito, se fosse, por exemplo, 

L > f'(c), tomaríamos d satisfazendo f'(c) < d < L. Existiria 

ô > 0 tal que 


(*) c<x<orô=d< f(x). 


ô 
Em particular, f(c) < d < f’ (e + 5) mas, em contradição com 


o Teorema 5, segue-se de (*) que não existiria x € (cre + 5) 


com f'(x) = d. De maneira análoga se mostra que a existência 

de lim f(x) = M obriga M = f'(c). Logo, só existem ambos 
xc 

os limites laterais da derivada quando esta é contínua. 

Exemplo 15. Pelo que acabamos de ver, as descontinuidades de 


uma função derivada num intervalo são bem complicadas. (Veja 
o Exemplo 14.) Não se deve confundir o exemplo da função 


f(x) = |x] com um contra-exemplo ao corolário acima. Neste 
caso, temos f: R > R e sua derivada f’: R—{0} — R é dada por 
f'(x) = —1 sex<0,f(x)=1Isex>0. O ponto O não é uma 


descontinuidade de primeira espécie para f’. O que ocorre é que 
f'(0) simplesmente não existe. O corolário do Teorema 5 nos diz 
que, seja qual for a função g: R > R tal que gl(R — (0) = f’, 
g não é derivada de função alguma derivável em toda a reta. 
Analogamente, a função q: R > R, definida por p(x) = O se 
xe Qe (x) =1 sex É Q, não é derivada de uma função 
&: R 5 R. Com efeito, muito embora as descontinuidades de q 
sejam todas de segunda espécie, ela transgride violentamente a 
Lei do Valor Intermediário. 


Teorema 6. (Rolle.) Seja f: [a,b] —> R contínua, tal que 
fla) = f(b). Se f é derivável em (a,b) então existe um pon- 
to c € (a,b) onde f'(c) =0. 
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Demonstração. Se f é constante em la, b] então f'(c) = O para 
todo c € (a,b). Caso contrário, f atingirá seu mínimo m ou seu 
máximo M num ponto interior c € (a,b), pois se ambos fossem 
atingidos nas extremidades, teríamos m = M e f seria constante. 
Pelo Corlário 2 do Teorema 4, temos f'(c) = 0. (O máximo e o 
mínimo de f em [a, b] são atingidos, em virtude do Teorema de 
Weierstrass, pois f é contínua no compacto [a, b).) 


Exemplos. 


16. Seja f: [0,1] > R definida por f(x) = x se x € [Ọ, ss 
f(1) = 0. Então f(0) = f(l) e f é derivável em (0,1) ma 
f'(x) = 1 para O < x < 1 qualquer. Isto se dá porque f não 
contínua em [0,1]. 


17. Seja agora g: [-1,+] > R, g(x) = |x|. Temos g contínua 
em [-1, +1], g(—1) = g(1), mas não existe c € (—1,+4+1) tal que 
g'(c) =0. O motivo é que g não tem derivada no ponto 0. 


18. Seja f: [—1, +1] > R dada por f(x) = V1 — x?. Então f é 

contínua em [—1, +1] mas é derivável RA no PERA aberto 
(—1,+1). Ainda assim podemos aplicar o Teorema de Rolle. 
No ponto x = 0, temos f'(0) = 0. Observação análoga vale 


para a função g: l-1, -+1] —> R, g(x) = (1 — x’) sen- se 


l — x? 
Ixl £ 1, g(+1) = 0. Agora, se considerarmos h: [—1, +1] => R 
5 Se |x| £1 e h(—1) = h(+1) = 0, vemos que 
o Teorema de Rolle, conforme enunciado acima, não se aplica, 


pois h é descontínua nos pontos —] e +1. Entretanto existem 
infinitos pontos em (—1,+1) nos quais a derivada de h se anula. 


h(x} = sen T 


Observação: A hipótese de f ser contínua em [a,b] mas de- 
rivável apenas em (a, b) é feita porque as derivadas f'(a) e f'(b) 
não intervêm na demonstração. Isto se revelará útil no Corolário 


4 do Teorema 7. Veja, porém, a observação seguinte ao Exemplo 
20. 


272 [CAP. VIlk-DERIVADAS 


Teorema 7. (Teorema do Valor Médio, de Lagrange.) Seja 
f:la,b] > R contínua. Se f é derivável em (a,b), existe 
c € (a,b), tal que 

_ f(b) -— f(a) 

~ b-a ` 

Um enunciado equivalente seria: Seja f: la,ath] > R contínua, 
derivável em (a,a +h). Eriste t, 0< t< 1, tal que 


f(a+h) = f(a) + f'(a +th)-h. 


f'(c) 


Demonstração. Seja g(x) o polinômio de grau < 1 tal 
que gla) = f(a) e g(b) = f(b). Então g'(x) é constante e, 


f(b) — fla) 


de fato, gi(x) = para todo x € [a,b]. A função 


q: la, b] R, definida por p(x) = f(x) — g(x), satisfaz as 
hipóteses do Teorema de Rolle, logo existe c € (a,b), tal que 
p'(c) = 0, o que dá a conclusão desejada. 


Observação: Geometricamente, f'(c) = [f(b) — f(a)l/(b — a) 
significa que a tangente ao gráfico de f no ponto c é paralela à 
secante que constitui o gráfico de g. 


Corolário 1. Se uma função contínua f: [a,b] > R possui 
derivada nula em todos os pontos x E (a,b) então f é constante. 

Com efeito, para todo xe(a, b], temos f(x)—f{a)=f'(c)(x—a) 
onde c E (a,x). Como f'(c) = 0, temos f(x) — f(a) = 0, isto é, 
f(x) = f(a) para todo x € (a, b] e, portanto, f é constante. 


Corolário 2. Se f,g: [a,b] >R são contínuas, deriváveis em 
(a,b), e f'(x) = g'(x) para todo x € (a,b) então existe c € R 
tal que g(x) = f(x) + c para todo x € [a, b}. 

Com efeito, podemos aplicar o corolário anterior à diferença 
g—f. l 
x 
ue x’ 
não é constante, embora cumpra f'(x) = O para todo x € R— (0). 
O motivo é que o domínio de f não é um intervalo. 


Observação: A função f: R— {0} > R, definida por f(x) = 
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Corolário 3. Seja f: I — R derivável no intervalo aberto I. Se 
eriste k € R tal que |\f'(x})| < k para todo x € I então, quaisquer 
que sejam x,y € I, tem-se 


f(x) — f(y)| < klx — yl. 


Com efeito, dados x,y € I, f é contínua no intervalo fechado 
cujas extremidades são x e y e é derivável no intervalo aberto 
correspondente. Logo, f(x) — f(y) = f'(z)(x — y), onde z é 
um ponto entre x e y. Como |f'(z)| < k, vem |f(x) — f(y)| = 
F(z)lx—yl< k-be—uyl. 

Assim, uma função que possui derivada limitada num inter- 
valo aberto é lipschitziana, e portanto uniformemente contínua 
nesse intervalo. Em particular, se I = (a,b), existem dim, f(x) 


e Jim f(x). (Corolário do Teorema 16, Capítulo VIL) 

e~ exemplo, a função f: (0,400) 5 R, definida por 
f(x) = sen = não possuindo limite à direita no ponto O, tem 
derivada ilimitada em qualquer intervalo do tipo (0,8). Sabe- 


mos que, para x Æ 0, f(x) = = cos —. 

x x 
Observação: Se f é contínua em [a,b] e derivável em 
(a,b), segue-se por passagem ao limite que a desigualdade 
If(x) — f(y)l < klx — y| ainda é válida para x,y € [a,b], des- 
de que |f'(x)| < k para-todo x € (a, b). 


Corolário 4. Seja f contínua em [a,b] e derivável em (a,b). 
Se existe lim f'(x) =L então existe fila) e vale fila) = L. 


x>a+ 
Basta mostrar que, dada arbitrariamente uma segiiência de 
f{(xna)— f(a 
pontos Xn > a com limx, = a, tem-se lim ia DA Ee 
n—oo Xn— a 
Ora, pelo Teorema do Valor Médio, para cada n € N existe Yn, 
com QA < Yn < Xn, tal que 


f(xn) — f(a) 


— g! 
ooa Uo 
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É evidente que Yn — a. Logo lim f'(yn) = L, o que fornece o 
n—Soo 
resultado desejado. 
Evidentemente, um enunciado análogo é válido para o limite 
à esquerda no ponto b. Segue-se então o 


Corolário 5. Seja f: (a,b) — R derivável, exceto, possivel- 
mente, num ponto c € (a,b), onde f é contínua. Se existir 
lim f(x) = L, então existirá f'(c) e, além disso, f'(c) = L. 

X5C 


Corolário 6. Seja f: I — R derivável no intervalo I. Tem-se 
f'(x) >0 para todo x € I se, e somente se, f for não-decrescente 


em I. Se f'(x) > O para todo x E I então f é crescente em 
I. Neste caso, f possui uma inversa f”), definida no intervalo 


f(D) = J, a qual é derivável em J, com (f) (y) = para 


F(x) 
todo y = f(x) E J. 


Com efeito, se for f(x) > O para todo x € I então, da- 
dos a < b em I, teremos f(b) — f(a) = f'(c) - (b — a), com 
a <c < b. Logo f(b) — f(a) > 0, e, portanto, f é não- 
decrescente. Reciprocamente, se f é não-decrescente então, para 
todo x € I e todo h Æ O tal que x+h E I, teremos 
[f(x + h) — f(x)]/h > 0, logo f'(x) > 0. Se for f'(x) > 0 para 
todo x € I, então a < b em I implica f(b) — f(a) =f'(c)(b— a) 
com a < c < b, logo f(b) — f(a) > O isto é, f é crescente. Segue- 
se do Teorema 13, Capítulo VII, que f™!;: J — I é contínua no 
intervalo J = f(I). Pelo corolário do Teorema 3, a função f~? é 
derivável e sua derivada tern o valor acima enunciado. 

Evidentemente, vale um resultado análogo para funções não- 
crescentes e decrescentes, com < e <. Note-se enfaticamente, 
porém, que f estritamente crescente pode ter derivada igual a 


zero em alguns pontos, como é o caso de f(x) = x3. 


Exemplos. 


19. Sabe-se do Cálculo que a função exponencial f: R > R, 
f(x) = e* possui derivada f'(x) = e*. Dado x > 0, o Teo- 
rema do Valor Médio aplicado ao intervalo [0,x], sob a forma 
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f(x) = f(0)+ f'(c)(x— 0), 0 < c < x, nos dá e* = 1 +e°-x. Mas 
c > 0 => e>]. Logo, podemos escrever e* > 1+ x para todo 
x > 0. Esta simples conseqüência do Teorema do Valor Médio 
tem uma aplicação interessante. A partir daí, mostraremos que, 


para todo n € N, vale lim — =0. Com efeito, temos erp 
xo 


+oo € 
x x aoni 
1+ a > se x > 0. Elevando à potência n + 1 e es- 
n+] n+1 
crevendo A = (n + 1)"4, obtemos 
xot e x xX A 
* > —— lond — > —, ou — <-, 
e” > x> donde > ends 
O resultado segue-se. Daí é fácil concluir, mais geralmente, que 
p(x) 


se tem- lim 
x>+oo Ex 


efeito, se anx” é o termo de mais alto grau do polinômio p, 


p(x) 


= 0 qualquer que seja o polinômio p. Com 


sabe-se que dim RSA an. Logo 
n 
tim PO — jm P EEE 
x=+o0 ex x5+oo xX” ex 


20. Seja f: R — R definida por f(x) = e!” se x. 0e 


f(0) = 0. Como lim e = O, vemos que f é contínua. Além 
Kap « 


—1/x2 para todo 


3 
; yY ; 
lim — = 0 em 
v>-+Hoo eY 
virtude do exemplo anterior. Se fizermos x tender para zero por 
valores negativos, isto apenas trocará o sinal de f'(x), logo vale 


ainda lim f'(x) = 0. Segue-se do Corolário 5 acima que existe 
X50- 


disso, f é derivável em R —(0), com f'(x) = Es -e 
xX 


1 
x £0. Pondo y = —, vemos que lim f'(x) = 
X x=0+ 


f'(0) e tem-se f'(0) = 0. Usando o mesmo argumento, podemos 

examinar a função g: R — R, definida por g(x) = e !/* para 

x*0e g(0) =0. No ponto 0, g é descontínua, porém é contínua 
1 

à direita. Para todo x £ O temos g'(x) = — - ex, Segue-se 
X 

que lim g'(x) = 0 e, portanto, existe g, (0) = 0. Entretanto 

x— 


lim g'(x) = +00. 
x07 
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Observação: Há duas situações nas quais vale o Teorema do 
Valor Médio sem se supor que a função f: [a,b] > R seja 
contínua nos pontos a e b. A primeira delas é completamente 


trivial: basta admitir que existam L = lim f(x)eM = lim f(x). 
xat x=>b7 


Então a fórmula se torna M — L = f'(c)- (b — a) e se terá 
f(b) — f(a) =f'(c) - (b — a) contanto que M — L = f(b) — f(a). 
Isto decorre imediatamente do Teorema 7 no qual usamos, em 
vez de f, uma função que coincide com f em (a, b) mas assume 
os valores L e M respectivamente nos pontos a e b. 

A segunda situação é a seguinte. Admitimos que f: [a, b]5R 
seja limitada, derivável em (a, b), mas supomos que pelo menos 


um dos limites nas extremidades, digamos lim f(x), não exista. 
x5a+ 


Então ainda existe um ce(a,b) tal que f'(c)-(b-a)=f(b)—f(a). 

Com efeito, a não existência do limite à direita no ponto 
a mostra (veja os comentários em seguida ao Corolário 3) que 
f'(x) não pode ser limitada em (a,b). Afirmamos que f’ é ili- 
mitada superior e inferiormente. Pois supondo que f'(x) > À 
(digamos) para todo x € (a,b), a função g(x) = f(x) — Ax 
teria derivada não-negativa em (a, b), seria monótona limitada 
e existiria seu limite à direita no ponto a, o que é absurdo pois 
isto implicaria na existência de dim, f(x). Em particular, pondo 
d = [f(b) — f{a)]/{b — a), vemos que existem pontos x1, X2 em 
(a, b) nos quais f(x) < de f'(x2) > d. Pelo Teorema do Valor 
Intermediário para a derivada, existe c € (a, b) tal que f'(c) = d, 
isto é, f(b) — f(a) =f'(c)-(b— a). 

Como aplicação do Teorema do Valor Médio, caracterizare- 
mos as funções uniformemente deriváveis. 

Diremos que f: I > R é uniformemente derivável no intervalo 
I quando f for derivável em I e, além disso, para cada € > O dado 
for possível obter ò > O tal que 


f(x +h) — f(x) 


hi< ő 
0 < |h] < > A 


— f'(x} < e, sex E I, xthel 


de sa tp se tm TO carpa Seta to E a maço O A DEE O ii 
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Uma condição equivalente seria: para cada € > O existe 5 > 0 
tal que 0 < jh] < ê > |f{(x +h) — f(x) — f'(x) -h] < ejh], para 
x EIl, x+h E€ I quaisquer. 


Teorema 8. Uma função f: [a,b] > R é uniformemente de- 
rivável se, e somente se, é de classe C!. 


Demonstração. Suponhamos inicialmente que f € C!, isto é, 
que f’: [a,b] > R seja contínua (e, portanto, uniformemente 
contínua, pois [a,b] é compacto). Então, dado € > O, 
obtemos 5 > O tal que ly — x| < 8 > f(y)—-f(x)|< e. Ora, 
f(x+h)— f(x) = f'(y)-h, onde |x—y] < |h]. Portanto, 0 < |h] < 
ô > |f(x+h)-— f(x) — f(x) nl = if(y) h- f'(x) -hl = If'(y)— 
f'Gollh] < elh|. Logo f é uniformemente derivável. Tomemos 
agora este fato como hipótese e provemos que f' é (uniforme- 
mente) contínua em [a, b]. Dado e > 0, existe ô > O tal que 0 < 


jh| < exel, x+h e Iimplicam H +h) — f(x)]— Lo) < 
£/2 e Lift») — f(x+h)]]— Hen) < €/2. A segunda de- 
sigualdade escreve-se como ix +h) — f(x) — f'(x+h) < 


£/2. Comparando-a com a primeira, vem |f'(x + h) — f'(x)| < e 
para quaisquer x € I, x+h € I, com 0 < |h|< 5. Logo f' é 
uniformemente contínua. 


3 Fórmula de Taylor 
Seja n € N. A n-ésima derivada (ou derivada de ordem n) 


de uma função f no ponto a é indicada com a notação f™ (a) e 
definida indutivamente: 


fla) = [f] (a), f” (a) = f® (a) 
=f" (a)... , (a) = F(a). 
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As vezes é conveniente introduzir f como sua própria “deriva- 
da de ordem zero” e escreve-se f(a) = f(a), para simplificar 
as fórmulas. 

A fim de que f( (a) tenha sentido, é necessário que f(x) 
esteja definida para todo x num conjunto ao qual a pertença, e 
do qual seja ponto de acumulação. Em todos os casos abaixo, 
tal conjunto será um intervalo contendo a. 

Diremos que f: I — R én vezes derivável o intervalo I quando 
existir f™ (x) para todo x € I. Bem entendido, quando x for uma 
das extremidades de I, f™ (x) é uma derivada lateral. Diremos 
que f: I — R én vezes derivável no ponto a E€ I quando houver 
um intervalo aberto J contendo a, tal que f é n—1 vezes derivável 
em INJ e, além disso, existir f™ (a). 

Diremos que f: I > R é de classe C”, e escreveremos f € C”, 
para significar que f é n vezes derivável em I e x m= f™{x) é 
uma função contínua em 1. 

Em particular, f € C? significa que f é contínua em I. 


Exemplos. 
21. Para cada n=0,1,2,..., consideremos a função qn: R5R, 
definida por pn(x) = x"|x|. Para x > 0, temos qn(x) = x" ese 


x < 0 vale qu(x) = —x"*. Evidentemente, p4 = (n +1); qua. 
Logo a n-ésima derivada de q, é igual a (n + 1)!po. Como 
| Po(x) = |x| é contínua mas não possui derivada no ponto 0, 
concluímos que cada uma das funções q, é de classe C”, mas 
não é n + 1 vezes derivável. Em particular, pn É CNH. 


à Fa 1 
22. Seja fn: R > R definida por fa(x) = x?"sen— se xo, 
x 
fa(0) = 0. Então fn é n vezes derivável, mas sua n-ésima deriva- 
da (que existe em todo ponto x € R) não é contínua no ponto 
O, logo f não é de classe C”. Em particular, fan não é n +1 
vezes derivável. Por outro lado, se tomarmos gn: R > R, onde 


1 
gn(x) = xt. sen — para x * 0 e gn(0) = 0, então gn é de 
classe C” mas não é n + 1 vezes derivável no ponto 0. 


PRN: 
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Diremos que f: I > R é de classe C” em I quando f € C™ 
para todo n = 0,1,2,3,... Em outras palavras, quando se pode 
derivar f tantas vezes quantas se deseje, em todos os pontos do 
intervalo I. 


Exemplos. 


23. Todo polinômio é uma função de classe C® na reta. Uma 
função racional (quociente de dois polinômios) é de classe C% 
em todo intervalo onde é definida. As funções trigonométricas 
também são de classe Cº em cada intervalo onde são definidas. 
O mesmo se pode dizer para log e para a função exponencial. 


24. A função f: R > R, definida por f(x) = e”? sex £0 
e f(0) = 0, é de classe C®. Num ponto x Æ 0, é claro que 
existem as derivadas de f de todas as ordens. Resta mostrar 
que existe f()(0) para todo n. É fácil ver que, para x Æ 0, 


; 
f(x) =p (=) e onde p é um polinômio. Pondo y = 1/x,” 


temos lim f(x) = lim p(y)/e” = 0. Logo existe f™ (0) e é 
x50 oo 


igual a zero (Corolário 5 do Teorema 7). 

Quando f é derivável num ponto a, tem-se f(a+h) = f(a)+ 
f'(a)-h+r(h), onde o “resto” r(h) é um infinitésimo de ordem 
Th) o 

7 O 


No caso de f ser n vezes derivável no ponto a, mostraremos que 
existe um polinômio p de grau < n (polinômio de Taylor de f 
no ponto q) tal que 


maior do que 1 em relação a h. Isto quer dizer: lim 


f(a+h) =p(h)+r(h), onde lim — =0, 


isto é, o resto T(h) será um infinitésimo de ordem superior a n 
em relação a h. Esta fórmula nos diz que uma função n vezes 
derivável num ponto pode ser bem aproximada por um polinômio 
de grau < n na vizinhança daquele ponto. 

No caso n = 1, a existência do polinômio p(h) = f(a) + 


f'(a): h, de grau < 1 (em relação à variável h), tal que r(h) = 
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f(a+h) — p(h) cumpra lim Eh) = 0, é necessária e suficiente 
h50 h 


para que f seja derivável no ponto a. 

Quando n > 1, a existência do polinômio p com a pro- 
priedade acima decorre de f ser n vezes derivável no ponto a, 
mas não é suficiente para assegurar essa derivabilidade. 


Exemplo 25. Seja f: RR definida por f(x)=1+x+ (x— a)? + 
1 
(x — aísen-— se x #a e f(a) =1 +a. Então f € C” em 


1 
R-—{a}e ffa+h) =1+a+h+h? +h? -sen =p(h)+r(h), 


onde p(h) =1+a +h + h? é um polinômio de grau 2 e o resto 
h 
r(h) = h? . sen — cumpre a condição lim T(R) = 0. Entretanto, 
h h50 Ta 
como f'(x) = 1+2(x—a)+3(x—a)?-sen F 
vemos que f”(a) não existe. 
Antes de prosseguirmos, convém registrar aqui o fato de que 
um polinômio 


—(x—a) cos ] À 
x—a 


plo)=bo+bx+crbax => bot, 
i=0 
de grau < n, fica inteiramente determinado quando se conhecem 
seu valor e o de suas derivadas, até a ordem n, no ponto 0. Em 
outras palavras, o conhecimento dos valores p(0),p'(0),..., p™ (0) 
determina os valores dos coeficientes bo, bj,..., bn. Com efeito, 
basta observar que 


i 0 g (n) 0 
bo =p(0), bı =p'(0), pp = PD... b, = PO) 
n! 
p® (0) 


Em geral para 0 < i < n, bi = 


i! 
Dada uma função f: I > R, n vezes derivável no ponto a € I, 
o polinômio de Taylor de ordem n de f no ponto a é o polinômio 


a gde tapa 


pih) = fa) + f'(a) ht 2 | 
n: 


-h2 + 
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Este é o único polinômio de grau < n cujas derivadas (desde a 
ordem O até a ordem n) no ponto O coincidem com as derivadas 
correspondentes de f no ponto a. 

Mostraremos agora que a coincidência das derivadas é uma 
propriedade equivalente ao fato de p aproximar f, na vizinhança 
do ponto a, a menos de um infinitésimo de ordem superior a n. 


Lema. Sejar: I — Rn vezes gemia, mz 1), no ponto 0 € I. 

A fim de que r(0) = T(0) =. = rT™(0) = 0, é necessário e 
jente que lim DO =0 

suficiente que Em a =0. 


Demonstração. Mostremos inicialmente que a condição é ne- 
cessária. Em primeiro lugar, se r(0) =T'(0) = O então 


im TOO a ym TO TO) 
x>0 xX x—0 


Isto prova a necessidade quando n = 1. Suponhamo-la de- 
monstrada para n — 1 (n > 1) e consideremos uma função r tal 


que r(0) = r'{(0) = --- = r™{(0) = 0. A hipótese de indução, 
1 
aplicada à sua derivada r’, nos dá lim T = 0. Assim, dado 
x50 Xn] 
£ 
e > 0, existe ô > 0 tal que 0 < |x| < ô implica a <e. Pelo 
Teorema do Valor Médio, se O < |x| < ô, então 
x) T(c)-x| Ir(c) Ir(c) jep 
a ao aa 
r(x) 


is O ; im —— = 0. 
pois 0 < |e] < |x|. Logo lim a 0 


Agora mostraremos que a condição é suficiente. Novamente 


usaremos indução. Se lim E = 0, então r(0) = lim r(x) = 
im (1. x) = lim TO iin sederom SO a 
x—0 x Xx50 X x50 x—0 x—0 

lim o] =). 

Xx50 Xx 
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Isto prova o caso n = 1. Suponhamos demonstrada a su- 

ficiência para n — 1 (n > 1) e consideremos uma função r, n 
co t(x 

vezes derivável no ponto 0, tal que lim Ft) = 0. Introduzamos 


x50 x" 


p:I>5R, definida por 


r™ (0) 
n! 


x` 


ọ(x) =r(x) — 


Então py é n vezes derivável no ponto O e, além disso, 
el) _ 0 


lim =— = Pela hipótese de indução, concluímos que 
x50 X” 
(0) = p'(0) = -- = q!-D(0) = 0. Mas isto equivale a 


dizer que T)(0) = 0 para 0 < i < n— 1. Um cálculo direto nos 
fornece p!)(0) = 0. A parte do lema já demonstrada permite 


cdi, = 0. Olhando para a definição de q 


x! 


então concluir que lim 
x—0 


r(x 
e levando em conta que lim o = 0, concluímos que r™ (0) = 0, 
o que completa a demonstração. 


Dada f: I > R, definida num intervalo, seja a € I. Tomemos 
um polinômio p e escrevamos 


f(a+h)=p(h)+r(h). 


Isto define uma função r: J — R, cujo domínio é o intervalo 
J={h€ R; a+he I}. Evidentemente, O € J e, como p € CS, 
vemos que f é n vezes derivável no ponto a se, e somente se, T é 
n vezes derivável no ponto 0. Façamos esta hipótese. Segue-se 


T À ; 
do Lema que lim fi) o O se, e somente se, p® (0) = f®(a), 
15 


O<i<n. 
Se impusermos a condição de que o grau de p seja < n, 
, rh | 
concluímos que lim (h) = O se, e somente se, p é o polinômio 
h50o h” 


de Taylor de ordem n para f no ponto a. 
Isto demonstra o 
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Teorema 9. (Fórmula de Taylor infinitesimal). Seja f: I — R 
n vezes derivável no ponto a € I. Então, para todo h tal que.. 


a+heE€ I, tem-se . Ron l 
f” fm) : Ea 
Harry) =f(a)+ f'(a) h+ (e) matt O af) 
r(h) 
=0. 
onde lim Pa 
: w fa o PGI 
Além disso, p(h) => —>— -ht é o único polinômio de grau 


wo i 
T(h) 


e = 0, 


<n tal que f(a +h) =p(h)+r(h) com lim 


Exemplo 26. Consideremos um polinômio p, de grau n. Dados 
a, h € R, a fórmula de Taylor infinitesimal nos fornece 


pí(a). p™(a) 


7; . = -h™+r(h). 


pla+h) =p(a)+p'(a) h+ 
Ora, r(h) é um polinômio de grau < n, cujas derivadas, 
desde a ordem O até n, se anulam no ponto O. Logor = O 
e, assim, vale a fórmula de Taylor para polinômios, sem resto. 
Poderiámos chegar ao mesmo resultado simplesmente notando 
que pla + h) = q(h) é um polinômio em h, de grau < n, tal 
que r(h) = p(a + h) — q(h) satisfaz trivialmente a condição 


lim r(h 
IIT 
h5o hm 


= 0. Pela unicidade do polinômio de Taylor, vem 
n" (n) 
pla+h)=p(a)+p'(a) ny PAA htio p PO hr 
pois r(h) = 0. 


Aplicações da fórmula de Taylor 


A) Máximos e mínimos locais. Seja f n vezes derivável num ponto 
a, interior ao domínio de f. Se f'(a) = 0, a chama-se um ponto 
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crítico de f. Suponhamos que f'(a)=f"(a) =... = f"-ND(a)=0, 
mas f™(a) #0. Afirmamos que: 


1.º) Se n for par, então a será um ponto de máximo local se 
f™(a) < 0, ou um ponto de mínimo local se f™ (a) > 0. 


2.º) Sem for ímpar, o ponto a não será de máximo nem de 
mínimo. 

Com efeito, a anulação das derivadas de ordem 1 até n — 1 
faz com que a fórmula de Taylor assuma o aspecto 


{m 
flath) =la) + [EE + o] 
i r(h) PEN ” 
onde p(h) = ——. Assim lim p(h) = 0. Decorre daí que, para 
1 


todo h suficientemente pequeno, o sinal da expressão dentro do 
colchete será o mesmo sinal de f™({a). Quando n é par, o fa- 
tor h” é sempre positivo para h Æ 0. Logo, quando n é par, 
para todo h suficientemente pequeno e diferente de zero tem-se 
fla +h) < f(a) se fa) < 0 (máximo local estrito) e 
f(a+h) > f(a) no caso de f™(a) > O (mínimo local estrito). 

Agora suponhamos n ímpar. O fator h” tem o sinal de h. 
Daí resulta que (seja qual for o sinal de f™{a)), num intervalo 
suficientemente pequeno em torno de a, a diferença f(a + h) — 
f(a) não tem sinal constante. Logo não há máximo nem mínimo 
local neste caso. 


Observação: Resulta da fórmula de Taylor (como vimos acima) 
que se uma sequência de pontos Xn € I—{a} é tal que lim xn = a 
e f: I => R cumpre f(x;) = f(x) = --- = f(xn) = --- = f(a) 
então todas as derivadas de f que existam no ponto a € I são 
nulas. 


Exemplo 27. f: R — R, f(x) =x” tem um mínimo no ponto O 
se n é par e é crescente se n for ímpar. 


B) Indeterminações do tipo E Sejam f,g:I » R n vezes de- 
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riváveis no ponto a € I. Suponhamos que f e g, juntamente com 
suas derivadas até a ordem n— 1 (inclusive) se anulam no ponto 
a mas que f™(a) e g™(a) não são ambas nulas. Além dis- 
so, suponhamos que g(x) Æ O para todo x Æ a suficientemente 
próximo de a. Neste caso, temos: ' 


f(x) _ f™(a) 


ESSA ves (m) ; 
im Lei =+oo se g™(a)=0. 
x5a g(x ) 


Estas conclusões seguem-se imediatamente das igualdades 
abaixo: 
Ee. 


CR RER $ tolan 


g(x) gla+h) - Es. 


ft (a) +nte(h) 
~ gm nlo(h 
oops SP epnteth 
n! 
onde lim p(h) = lim o(h) = 
h5o h5o 

Veremos agora outra EA de Taylor, na qual se estima o 
valor da diferença f(a+h)—f(a) para um valor fixo de h, (isto é, 
sem supor h — 0) de modo análogo ao Teorema do Valor Médio, 
do qual ela é uma generalização. Para isso é preciso supor que 
f™{(x) exista em todo o intervalo (a, a +h). 


Teorema 10. (Fórmula de Taylor com resto de Lagrange.) Seja 
f: [a,b] — R de classe Cr, n vezes derivável no intervalo 
aberto (a,b). Então existe c € (a, b) tal que 


f da D(a) n—ł 
f(b) = f(a) + f'(a)(b — a) +... + -——=~ (b -— a) 
(n= 1)! 
fm) (c) a 
= (b— a)”. 
Pondo b = a + h, isto equivale a dizer que existe O, com 


O<0< 1, tal que 


(n—1) (n) 
ena ar ea 


f(a+h) = f(a)+f'(a)-h+-- tTa = F 


h”. 
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Demonstração. Definamos q: [a,b] — R, pondo q(x) = 
f)(x) K 
! E fa oca UR É Re a NA Eca NTi= ERD TE 
fot -P (=) SS tor to, 
onde a constante K é escolhida de tal modo que (a) = 0. Então, 
ọ é contínua em [a, b] e derivável em (a, b), com ọ(a)=ọ(b)=0. 
Um cálculo simples mostra que 


_ K= f™(x) 


(AT (b =x), 


q'(x) 
Pelo Teorema de Rolle, existe c € (a, b) tal que q'(c) = 0. Isto 
significa que K = f™ (c). O teorema está provado. 
Ainda há outra fórmula de Taylor, bastante útil, na qual o 
resto é expresso sob forma de integral. Ela será deduzida no 
capítulo seguinte, quando estudarmos integração. 


Aplicação 


C) Funções convexas. Uma função f: I > R, definida num inter- 
valo, chama-se convexa quando, para a < x < b arbitrários em 
I, o ponto (x, f(x)) do gráfico de f está situado abaixo da secante 
(segmento de reta) que liga os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). 
A equação desta secante pode ser escrita de dois modos: 
f(b) — fla) f(b) — f(a) 
a 


y = ————— (x-a)+f(a) ou y = m 


— (x—b)+f(b). 


Dizer que, para a < x < b, o ponto (x, f(x)) do gráfico de f está 
abaixo da secante significa, portanto, 


f(x) < uara a)+f(a) ou 
f(x) < Aao) + f(b). 


Assim, afirmar que f é convexa significa dizer que a < x < b > 
f(x) fla) . f) — tla) f) = l) 


Sa < ba < E Na verdade, basta 


[SEC. 3: FÓRMULA DE TAYLOR no 287 


uma dessas duas desigualdades para caracterizar a convexidade 
de f. 
Nosso principal resultado é o seguinte: 


Teorema 11. Seja f: I — R duas vezes 'derivável no intervalo 
aberto I. Para que f seja convezxa é necessário e suficiente que 
f(x) >0, para todo x € Í. 


Demonstração. Suponhamos que f“(x) > 0, para todo x E I. 

Então, pelo Teorema 10, quaisquer que sejam a, a+h €I, 

existe c, entre a e a +h, com fla+h) = f(a) + fa): h+ 
H ` 

EU h?. Como f”(c) > 0, temos f(a +h) > f(a) + f'(a) h. 

fla +h)-— f(a) fla+h)— f(a) Ea 


Logo <f(a)seh<0€e 
f'(a) quando h > 0. Equivalentemente: a < x < b em I > 
f(x) — fla) 2 fb) — f(x) 
x-a 7 b=-x 
X-A 


x—a 


Escrevendo f(x) = X, f(a) = A e f(b) = B, temos < 


Sa ou seja (X — A){b — x) < (B — X)(x — a). Somando 
(X — A)(x — a) a ambos os membros desta última igualdade, 
vem 

(X— A)(b — a) < (B — A)(x — a), 
f(x) — f(a) _ f(b) — f(a) 


isto é, quando a < x < b, o que nos 


dá a convexidade de f. 
Reciprocamente, seja f convexa. Dadosa < b em I, tomamos 
xcom a< x < b e temos 


f(x)— fla) — f(b) — f(a) — f(x) — f(b) 
x-a 7 b-a 7 x-b ` 
Fazendo x > a na primeira desigualdade e x — b na segunda, 


obtemos E r 
ado sa 


o b—a 


(b). 
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Logo f’ é não-decrescente em I. Segue-se que f(x) > O para 
todo x €I. 


Observação: Tomando desigualdade estrita (<) em vez de < 
na definição de função convexa, obtemos o conceito de função 
estritamente convexa. O argumento usado para 'demonstrar a 
primeira parte do Teorema 11 mostra que f(x) > O para todo 
x € I implica que f é estritamente convexa em I. Entretanto a 
recíproca é falsa. A função f(x) = x” é estritamente convexa na 
reta inteira mas f” (0) = 0. 

Os Exercícios 49 a 52 deste capítulo indicam outra formulação 
do conceito de função convexa e mostram como a convexidade 
(da função exponencial) pode ser usada para deduzir desigual- 
dades não-triviais. 


4 Série de Taylor, funções analíticas 


Seja f: I > R de classe C”. Se a é interior ao intervalo I e 
ah € I, então podemos escrever, para todo n € N: 


To f(a) 


f(a+h) = f(a)+f'(a)-h+— 24. + Ti ralo, 
(n) h 
onde ra(h) = mezan, . h”, com 0 < 8n < 1. 
o f(a) 
A série Ži o -h” chama-se a série de Taylor da função 


f em torno o a a. Toda função C® num intervalo I possui 
uma série de Taylor em cada ponto interior a € I. Mas tal série 
pode convergir ou divergir; e, mesmo quando converge, sua soma 
pode ser diferente de f(a+h). 

Uma função f: I > R, definida num intervalo aberto I, chama- 
se analítica quando, para cada a € I existe um € > O tal que a 


co f(m) 
série de Taylor 5. a 


n=0 
lh] < e. 


-hº converge para f(a +h) desde que 
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Uma observação Ra Doran crucial, é a seguinte: a 


"le ) 


é necessário e suficiente que lim = =0. 
noo 


fim de que a série de Taylor zo -h™ convirja para f(a +h) 


Todas as funções “elementares” do Cálculo são analíticas. 
(Isto é claro para polinômios mas já não é tão fácil de provar para 
funções racionais.) Voltaremos a tratar de funções analíticas, 
com mais detalhes, no 84 do Capítulo X. 

Daremos agora alguns exemplos com a série de Taylor. É 
quase sempre uma tarefa enfadonha o cálculo das derivadas su- 
cessivas f™ (a). Por isso, costuma-se apelar para outros métodos, 
como a divisão de polinômios, por exemplo. Obtêm-se os coefi- 
cientes f™ (a) através da unicidade da fórmula de Taylor vista 
acima: se f(a+h) = p(h) +r(h), onde p(h) é um polinômio de 

. Th) z m fla), 
grau < n e lim —— = 0, então tem-se p(h) = 5 —— ht. [Na 
h50 h” i=0 i! 
realidade, em vez de calcular as derivadas sucessivas para ter a 
fórmula de Taylor, costuma-se, por esse método, usar a unici- 
dade do polinômio de Taylor a fim de se obterem as derivadas 
de ordem superior de f, para outros propósitos.] 


Exemplos. 
1 
28. A função f: R > R, definida por f(x) = Ira é de classe 
Cº em toda a reta. A fórmula bem conhecida 
1-x* 


= epa T], 
T—-x 


=1+x+x + px +: Como 1+x? = 
1 — (—x?), daí, obtemos 
1 x (— Tr x2n 
= Ju RE 1 x2n—2 
TER XxX ++ (1) PT 
Portanto, 


x 


f(x) = F(0+x) = 1—x?+xt—x + (rien 2 (Ip. 
1+x? 
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2n 


Sejam p(x) = 1-x2+- +4(—])P-Ixn-2Zer(x) = (Ep. 

1+x 

Como p(x) é de grau < 2n — 1 lim O = = 0, tem-se 
2n-1 f(0)(0) 

p(x) = x T xÍ, isto é, a expressão acima é a fórmula de 


Taylor de 7 em torno do ponto 0. Em particular, vemos que 
f2- (0) = 0 e f®™(0) = (—1)™ (2n)! 
2n 


1 +x? 
0 |x|<1. Ou seja, a série de Taylor da função f(x) = 


Temos T2n.-1(x) = ran(x) = (—1)" - Logo, lim ta(x) = 
1 
TR 
em torno do ponto O converge, se |x] < 1, para f(x) e diverge para 
xl > 1. (Apesar disto, f é analítica em toda a reta. Acontece 
apenas que a série de Taylor de f em torno de um ponto a £0 


é outra.) 


29. Seja f: R — R definida por f(x) = e VE sex *0ef(0) = 0. 
Então f™{(0) = O para todo n E Ne f é de classe Cº em R. A 


œ f(N)(O 
série de Taylor >. k Len de f em torno de O é identicamente 
n=0 + É 


nula e portanto converge para 0, seja qual for x. Como, porém, 
f(x) Æ O para todo x Æ O, segue-se que a série de Taylor não 
converge para o valor da função. Em particular, f não é analítica 
em intervalo algum contendo 0. [Entretanto, f é analítica em 
(0, +00) e em (—oo, 0).] 


30. Seja f(x) = senx. As derivadas sucessivas de sen x são iguais 
a cosx, — sen x, — cos x, sen x, etc. 
A fórmula de Taylor em torno de O fornece 


x3 és a xên+] 
senx =x — zy ty = —. -+ (-—l1) Piri + T2n+2(x) 
(m) 
onde r a(x) = bene “x”, lel < ixl. 


| 
Como a n-ésima derivada de sen x é + sen x ou + cos x, temos 


Ira(x)| < a para todo x € R. 
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Assim (vide o Exemplo 22, Capítulo IV) lim ra(x) = 0. 
T-300 
Concluímos, então, que vale o desenvolvimento em série de 
Taylor: 
3 5 2n+1 
xXx x 
sen x = x — > +t a o oe H IlI +... 
Rd o rr 
para todo x € R. Ou seja, a série de Taylor de senx em torno 
de O converge em toda a reta. 
Se tomássemos um ponto arbitrário a € R, o desenvolvimento 
de Taylor de sen x em torno de a seria 
2 hë ht 
sen(a+h) = sen a+h cos a— y sen a— cos a+ ge” a+... 
A série de Taylor acima converge para todo h € R pois seu 
resto ainda tem a mesma forma que o do caso anterior (a = 0), 
apenas com a diferença de que agora deve ser |c — a| < h. 
Concluímos que a função senx é analítica em toda a reta, 
e mais ainda, que sua série de Taylor em torno de cada ponto 
a converge para todo valor de h. Evidentemente, considerações 
análogas podem ser feitas para a função cosx. 
Compare com ——. 
| 1 +x? 
reta, mas sua série de Taylor em torno de O converge apenas no 
intervalo (—1, +1). 


Esta função é analítica em toda a 


31. Seja f: R > R a função exponencial: f(x) = e*. Então suas 
derivadas sucessivas são todas iguais a e*. À fórmula de Taylor 
em torno do O tem o aspecto: 

2 n c 
X ne Cad 
ar PR ae x com cn] < xl. 


Evidentemente, para todo x E R fixo, o resto Tnu(x) = 
em 


e*=1+x+ 


me x+] tende para O quando n — co. Logo, para to- 


do x € R vale 
2 x" 


x x 
e=ltxt=>++— +... 
2! n! 
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A função exponencial é analítica em toda a reta pois, paraaeh 
2 


reais quaisquer, temos eh = e°. e} = et + et ht et- at 


Exercícios 


1. Sejam f,g,h: X — R tais que, para todo x € X se tenha 
f(x) < g(x) < h(x). Se num ponto a € XN X’ tem-se 
f(a) = h(a) e existem f'(a) = h'(a) então existe g'(a) e 
tem o mesmo valor. 


2. Seja a € X um ponto de máximo local para a função 
f:X — R. Se f possui derivada à direita no ponto a, 
então ela é < 0. Se existir, f' (a) deve ser > 0. Dê exem- 
plo de um ponto de máximo local onde existam as duas 
derivadas laterais e sejam diferentes. 


3. Seja p: R > R um polinômio de grau ímpar. Existe c € R 
tal que p”(c) =0. 


4. Seja f: I — R definida num intervalo do qual a é ponto 
interior. Se f é derivável no ponto a então 
~ f(a+h)—fla-h) 
lim ———— e = 
h50 2h 
A existência do limite acima, entretanto, não implica a 
continuidade de f no ponto a, nem que exista a derivada 
f'(a), mesmo quando f é contínua neste ponto. 


f'(a). 


5. Seja f: X — R contínua. Dado a € XNX”, defina E: X > R 


f(x) — f(a) 
De 


pondo E(x) = se x Æa e (a) =L. Prove que 


E é contínua se, e somente se, existe f'(a) e f'(a) = L. 


6. Seja p(x) = x? + ax? + bx + c um polinômio do 3.º grau 
com coeficiente líder igual a 1. Mostre que p:R > R é 
um homeomorfismo se, e somente se, a? < 3b. Para que o 
homeomorfismo inverso f =p”! seja derivável é necessário 
e suficiente que aq? < 3b. 
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10. 


11. 


. Seja f: I — R contínua no intervalo I. Se, para cada x € I 


(exceto evidentemente a extremidade superior, se ela es- 
tiver em 1), existir fi (x) e for > 0, então f é crescente. 


. Seja f: X > R derivável no ponto a € XNX'. Se (xn) e (yn) 


são sequências de pontos em X tais que lim x, = limy, = q 
e Xn < A < Yn para todo n € N, prove que 


flyn) — f(xn) 


lim = f'(a). 
TOS Yn — Xn 
n) — f(x na)— 
[Sugestão: Note que fly PE (x ) z= pam E a 
UYn— a : 


pa eu 


Observe que 
Yn — Xn 
0 < tn < 1 e use o Exercício 18 do Capítulo IV.] 


onde tn = 


. Seja f: I — R contínua no ponto a interior ao intervalo I. 


Suponha que existe L € R tal que 


flyn) — f(xn) 
Un — Xr 


lim =L 

para todo par de sequências (Xn), (Un) em I com Xn<a<yYn 
e limx, = limy, = q. Prove que existe f'(a) e é igual a 
L. Mostre que a hipótese de f ser contínua no ponto a é 
indispensável. 


1 
A função f: R — R, definida por f(x) = x? sen x Sex 0, 
e f(0) = 0, é derivável. Obtenha segiências (Xn), (Un) 
tais que limx, = limyn = 0, Xn Æ Yn, mas não existe 
lim[f(yn) — f(xn)]/ {Yn — Xn). 


Seja f: I — R derivável no intervalo aberto I. Um ponto 
crítico de f é um ponto c € I tal que f(c) = 0. O ponto 
crítico c chama-se não-degenerado quando f”(c) existe e é 
diferente de zero. Então 
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12. Seja p: R — R um polinômio. Tem-se p(a) = = 
«= pV (a) = 0 se, e somente se, p(x) = (x— a). g(x), 
onde q é um polinômio. 


““EXERCÍCIOS 


i) Se f é de classe C!, para cada intervalo compacto 


[a,b] C I o conjunto dos pontos críticos de f perten- 
centes a [a, b] é fechado. 


1 
ii) A função f: R — R, definida por f(x) = x? sen +x 


se x £ 0 e f(0) = O, é derivável. O conjunto dos 
pontos críticos de f no intervalo [0, 1] não é fechado. 


iii) Os pontos de máximos e mínimos locais de f são 


críticos. Um ponto crítico não-degenerado deve ser 
de máximo local ou de mínimo local. 


iv) Existem funções C com máximos e mínimos locais 


isolados degenerados. Existem pontos críticos (neces- 
sariamente degenerados) de funções C% que não são 
máximos nem mínimos locais. 


v) Se c € I é um ponto crítico não-degenerado para 


f então existe ô > O tal que não há outros pontos 
críticos de f no intervalo (c — ô, c + 6). Ou seja: to- 
do ponto crítico não- E é um ponto crítico 
isolado. 


vi) Se os pontos críticos de f € C! contidos no intervalo 


compacto [a,b] C I são todos não-degenerados então 
há apenas um número finito deles. Conclua que f pos- 
sui no máximo uma infinidade enumerável de pontos 
críticos não-degenerados em I. 


vii) A função f: R > R, f(x) =x! sen + (x £0), f(0) = 0, 


possui uma infinidade de pontos críticos não-degene- 
rados no intervalo [0, 1]. Por que isto não contradiz o 
item (vi)? 


Ro ) 


13. Seja f: I — R definida num intervalo I. Se existe œ > 1 tal 


que |f(x) — f(y)l < |x — y|* para quaisquer x,y € I então 
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14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


f é contínua e possui derivada nula em todos os pontos de 
I. Conseqüentemente, f é constante. 


Seja f: I — R derivável num intervalo arbitrário I. Se 
f'(x) = O para todo x € I então f é constante. 


Seja f: I — R de classe C! num intervalo I. Dado a € I, 

considere sequências (Xn) e (yn) em I, com Xn É Yn € 
Xn) — f 

lim xn = lim yn = a. Prove que lim Fn) — flun) f'(a). 
Xn Yn 

Note que a hipótese f € C! dispensa a exigência de se ter 

Xn < a < Yn como no Exercício 8 acima. 


Seja f: I — R derivável no intervalo I. Para um certo 
a € I, suponha que limxn = limyn = a com Xn É Yn 
flyn) o f(xn) 


, n— Xn 
contínua no ponto a. 


L 


em I implique lim = f'(a). Prove que f’ é 


Seja f: (c, +00) > R derivável. Se existem tim f(x)= a 
x=5+0c0 


e lim f(x)=b com a € R, então b = 0. 
x——+oo 


[Sugestão: f(n + 1) — f(n) = f(x) onde xn — oo]. 


Seja f: la, b] — R contínua, derivável em (a, b). Suponha 
f(a) = f(b) = 0. Então, dado arbitrariamente k E R, 
existe c € (a, b) tal que f(c) =k- f(c). [Sugestão: Tome 
p(x) = f(x) - e ** e aplique o Teorema de Rolle]. 


Seja f: I — R derivável num intervalo. Uma raiz de f 
é um ponto c € I tal que f(c) = O. Entre duas raízes 
consecutivas de f’ existe no máximo uma raiz de f. Use este 
fato para mostrar que o polinômio p(x) = x? — 6x? +9x— 1 
possui exatamente uma raiz no intervalo (1,3). 


Se f: [0,+00) — R é derivável e lim f(x) = L 
então, para cada c > 0, lim flx+c)—-f(x)l=c-Le 
lim flo) L 
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21. 


22. 


28. 


24. 


25. 


26. 


27. 


EXERCÍCIOS 


Seja f: la, b] — R derivável. Se f'(a) = f'(b), mostre que 
f(c) — f(a) 
c—a 
este fato geometricamente. [Sugestão: Considere primeiro 
o caso em que f'(a) = f'(b) = 0. Mostre que a função 


E: [a,b] > R, dada por E(x) = fo) Ha) 


E(a) = 0, atinge seu máximo ou seu mínimo num ponto 
interior c € (a,b). Para passar ao caso geral, considere a 
função auxiliar g(x) = f(x) —- x- f'(a).| 


existe c € (a,b) tal que = f'(c). Interprete 


sx#ae 


Seja f: [0, +00) — R duas vezes derivável. Se f” é limitada 
e existe lim f(x), então lim f'(x) = 0. 
X- +00 x— +0 


Sejam f, g: [a,b] > R contínuas e deriváveis no intervalo 
(a,b). Então existe c € (a, b), tal que H(b) —f(a)lg'(c) = 
lg(b) — g(a)]f'(c). 


Uma função f: I > R, derivável num intervalo I, satisfaz à 
condição de Lipschitz |f(x) —f(u)| < cxx- yl, para x,y € I 
quaisquer, se, e somente se, |f'(x)| < c para todo x € 1. 


Seja f: I > R derivável no intervalo fechado I (limitado ou 
não). Suponha que |f'(x)| < c para todo x € I, onde c é 
uma constante tal que O < c < 1. Além disso, admita que 
f(I) c I. Então, dado qualquer xo € I, tem sentido formar 
a sequência xy = f(xo), x2 = f(xi),...,xn = flxno),.... 
Mostre que, seja qual for o ponto inicial xo escolhido, e- 
xiste lmx, = a e que a E I é o único ponto de I tal que 
f(a) = a. (Veja o Exemplo 19, Capítulo IV.) 


Obtenha uma função f: R — R, de classe CV, tal que 
If (x)| < 1 e f(x) £x para todo x E€ R. 


Seja p € N. Dada f: I > R derivável no intervalo fechado 
I, com f(I) € I, suponha que g = fofo.. -of = fP cumpre 
ig’ (x)| < c < 1 para todo x € I, onde c é constante. Prove 
que existe um único a € I tal que f(a) = a e que, para 
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28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


todo x € I tem-se lim f™{(x) = a (onde f" =fofo...of 
Ti-S00 


, 


nvezes). 


Dada f: R — R derivável, com derivada limitada, prove 
que existe uma constante cER tal que a função q: R5R, 
definida por p(x) = x+c- f(x), é uma bijeção cuja inversa 
é derivável. 


A função f: [0,7] — R, definida por f(x) = cosx, não 
cumpre a condição |f'(x)] < c < 1 para todo x € [0,7], 
com c € R constante, mas f? = f o f cumpre. 


Seja f: [a — 5, a + 5| > R derivável, com |f'(x)) <c <1 
para todo x € [a— 5, a +5}. Se |f(a)—aļ < (1—c)ô, então 
existe um único xo € [a — 5,a + 6] tal que f(xo) = xo. 

Seja f: [a,b] — R contínua, derivável em (a,b). Se 


lim f'(x) = +oo então lim iTe = +00. 
x=at xmat x—a 
Dada f: [a,b] > R derivável e dado c € [a, b], defina uma 
função E: [a,b] — R pondo E(x) = TOO te 


e E(c) = f'(c). Prove que se f é duas vezes derivável no 
f'(c) 


sex £c 


ponto c então existe E(c) e vale Ec) = . Dê um 


exemplo em que existe E'(c) mas não existe f(c). 


Sef: I — R e g: J — R são funções de classe C” tais que 
f(I) CJ então g o f: I —> R é de classe C™. 


Seja f: I > R derivável, com f'(x) Æ O para todo x € I. 
Se f”(a) existe, calcule (f7!)” no ponto b = f(a). 


Dados a < b, defina p: R > R pondo q(x) = e! Mtb) 
sea <x < be g(x) = 0 sex ¢ (a,b). Mostre que q é 
uma função C? com um único ponto de máximo. 


Obtenha funções f, g: R — R de classe Cº com as seguintes 
propriedades: 
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37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


EXERCÍCIOS 


i) f(x)=0&0<x<l; 
ii) g(x) =x se |x| < 1, e Ig(x)|< Ix| se Ix] > 1. 


Seja f: I > R duas vezes derivável no ponto a € int(I). 
Então 


PaE lim fla+h) a h)— Zita) 


Dê um exemplo em que existe o limite acima mas f'(a) não 
existe. 


Seja f: I — R duas vezes derivável no ponto a € int(I). 
Prove que 


mn f(a+2h) —2fa + h) +f(a) 
O q Gai 


Sejam f,g:R — R n vezes deriváveis. Prove que se, 
para algum a € R vale f'(a) = -.. = ftM(a) = 0 então 
(go f)®(a) =0 parai = 1,... 7. 


Sejam f, g: R —> R 4 vezes deriváveis. Escreva a regra da 
cadeia sob a forma (g o f)' = (g'o f); f’ onde o ponto 
significa multiplicação de funções. Conclua que (g o f)” = 
(g'of)-(1)2+(g'of)-f”. Mostre também que (go f)” = 
(g o f). (f) +3(g” o f)- f7- f+ {g'o f): f”. Calcule 
ainda (g o f)!9. 


Sejam f, g: R — R n vezes deriváveis. Para cada partição 
n =n +t- +Nng de n como soma de k números naturais, 
existe um inteiro & = (n4, ..., Nng) tal que 


(go) = $ alma... nk) (9 of) fon. pino) fo, 


k=1 


onde, para cada k = 1,2,...,n, valem +n +: +nkp =n. 
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42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


A função f(x) = |x|"! é de classe C?™ na reta inteira mas 
não é 2n + 1 vezes derivável. 


Seja f: R — R de classe C. Se f se anula, juntamente 
com todas as suas derivadas, num ponto a € R, então, 
para cada k € N, podemos escrever f(x) = (x— a) - q(x), 
onde q: R > R é de classe C®. Se f é de classe C™ e 
fl)=f(a)=---=tfM(a) =0 então, para k < n temos 
f(x) = (x— a)typ(x), com q: R > R de classe n — k. 


Seja f: I — R de classe C"*!, com a € I. Temos 


(n—1) 
fe So Tt apa aa 
(n— 7)! 
(nm) À 
PRO io a E 


n! 
Mais precisamente, para todo h tal que a+h € 1, podemos 
encontrar 0, = 8n (h), com O < 8n < 1, tal que a fórmula 
acima vale. Mostre que, se f"+D(a) Æ 0, seja qual for a 
função n, definida da maneira acima, tem-se 
. T 

ia he TT 
[Sugestão: Desenvolva f(a + h) segundo Taylor-Lagrange 
até a ordem n + 1, compare o resultado obtido com a ex- 
pressão acima e use o Teorema do Valor Médio]. 


Sejam f, g analíticas no intervalo aberto I. Se existe a€l tal 
que f e g coincidem, juntamente com todas suas derivadas, 
no ponto a, então f(x) = g(x) para todo x € I. Mostre 


que isto seria falso se supuséssemos apenas f e g de classe 
Co. 


Dadas f e g analíticas no intervalo aberto I, seja X C I um 
conjunto que possui um ponto de acumulação a € I. Se: 
f(x) = g(x) para todo x € X então f(x) = g(x) para todo 
x € I. Em particular, se f(x) = 0 para todo x € X então 


f(x) =0 para todo x € I. 
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47. 


48. 


49. 


50. 


ol. 


52. 


53. 


EXERCÍCIOS 


Seja I = (a — ô,a + 5). Dada f: I — R, de classe Cº, su- 
ponha que existam constantes do, Q1,..., On,... tais que, 
[0,0] 


para todo x € I se tenha f(x) = 5 an(x— a)”. Prove que 


Z 4 


n=0 
Lan(x— a)” é a série de Taylor de f em torno de a, isto é, 


ET para todo n = 0,1,2,.... 


que an = 


Calcule as derivadas de ordem 2001 e 


5 
Seja f(x) = J £ E 
2003 da função f: R > R no ponto 0. 


Seja f: I — R definida num intervalo. Prove que f é con- 
vexa se, e somente se, para quaisquer a, bem le0 <t< 
vale f((1—-Da-+tb)< (1 — t)f(a) + tf(b). 

Verifique que f: R > R, dada por f(x) = e*, é convexa 
e conclua que, para O < t < 1 e x,y € R quaisquer vale 
eU-trty < (1 — t)e* +t- e”. Deduza daí a desigualdade 
a%. b? <a-a+B-b, para «,ß,a, b não-negativos, com 
x+B=l1. 


Seja f: I — R convexa no intervalo I. Se @4,..., an per- 
n 
tencem a I, t1, ...,tn pertencem a [0,1] e 5 ti = 1, prove 


i=] 


que f = ta) < 3 tif(a;). 
izl iz 


Sejam x1, X2,..-;Xn € ty,..., tn números não-negativos, 
com ty +-+: + tn = 1. Prove que xi :x?...xir < tix + 
t2x2 +-+- + tnXn. Conclua, em particular a desigualdade 
entre as médias aritmética e geométrica. (Cfr. Exercício 
54, Capítulo HI.) 


Seja q: [a,b] — R duas vezes derivável, com (a) = 
p(b) = 0 e ọ”(x) < 0 para todo x € la,b]. Prove que 
p(x) > 0 para todo x € (a,b). [Sugestão: todo ponto 
onde q” se anule deve ser de máximo. Logo, o mínimo de 
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54. 


55. 


q é atingido nos extremos do intervalo.| Conclua que, se 
f: I — R é duas vezes derivável e f(x) > O para todo 
x € I, então f é estritamente convexa no intervalo I. [Da- 
dos a < b em I, seja g a função linear que coincide com 
f nos pontos a e b. Aplique o resultado anterior à função 
p =g-f.] 


Seja f contínua num ponto. Prove que se f é derivável 
nesse ponto então existe no máximo uma reta que coincide 
com o gráfico de f uma infinidade de vezes em qualquer 
vizinhança do ponto. 


Seja f: [a, +00) — R duas vezes derivável. Se lim f(x) = 


f(a) então existe x € (a, +00) tal que f”{x) = 0. 


Capítulo IX 


Integral de Riemann 


Estudaremos agora a integral de Riemann. A principal mo- 
tivação para os conceitos introduzidos neste capítulo encontra-se 
no seguinte problema. Suponhamos dada uma função f: [a, b]>R, 
limitada no intervalo [a,b]. Admitamos, por simplicidade, que 
f seja não-negativa, isto é, f(x) > O para todo x € la, b]. Consi- 
deremos o conjunto A =((xy) €ERZa<x<b,0<uy< f(x), 
formado pelos pontos do plano compreendidos entre o eixo das 
abscissas, o gráfico de f, e as retas verticais x = a e x = b. Qual 
a área deste conjunto? Em primeiro lugar, é necessário dizer o 
que significa a “área” de A e, em seguida, tentar calculá-la. 

A área de um subconjunto limitado A do plano R? deve ser 
um número real. Como defini-lo? Podemos admitir que sabemos 
calcular áreas de polígonos e tomar como aproximações por falta 
deste número as áreas dos polígonos contidos em A. Isto equivale 
a pôr: área de A = supremo das áreas dos polígonos contidos 
em A. Poderíamos também considerar as áreas dos polígonos 
que contêm À como aproximações por excesso para a área de A. 
Neste caso, definiríamos a área de À como o ínfimo das áreas 
dos polígonos que contêm A. Ora, como veremos no texto que 
se segue, estes dois métodos de definir a área de A nem sempre 
conduzem ao mesmo resultado. Para evitar de fazer uma escolha 
arbitrária, é melhor chamar área interna do conjunto À, e indicar 
com o símbolo mi (A), o sup das áreas dos polígonos contidos em 
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A. Ao inf das áreas dos polígonos que contêm A chamaremos 
área externa de A e o indicaremos com a notação me(A). É 
evidente que mi(A) < me(A). Quando ocorrer que mi(A) = 
me(A), diremos que A é um conjunto mensurável (no sentido 
de Jordan) e chamaremos o número m(A) = mi(A) = me(A) 
a área de A. Veremos adiante exemplos de conjuntos À para os 
quais a área interna é estritamente inferior à área externa. Tais 
conjuntos não são mensuráveis. 

Ao considerar a área de um conjunto A podemos, por sim- 
plicidade, restringir nossa atenção a polígonos de um tipo es- 
pecial, que chamaremos de polígonos retangulares, os quais são 
reuniões de retângulos justapostos cujos lados são paralelos aos 
eixosx=0ey=0. 

Mais particularmente ainda, se o conjunto A é determina- 
do por uma função não-negativa f: [a,b] —> R, de modo que 
A=tlxuyeR;a<x<b,0<vy< f(x), basta considerar 
polígonos retangulares formados por retângulos cujas bases in- 
feriores estão sobre o eixo das abscissas e cujas bases superiores 
tocam o gráfico da função. 


a b 


Cada um desses polígonos retangulares P determina uma 
decomposição (“partição”) do intervalo [a,b] em subintervalos 
justapostos e, conforme P C A ou P D A, a área de P (soma das 
áreas dos retângulos que o constituem) motiva a noção de soma 
inferior ou de soma superior associada a uma partição de [a, b]. 
(Veja o §1 abaixo.) 
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A área interna de A será a integral inferior de f, enquanto 
a área externa será a integral superior. À existência ou não da 
área de A está ligada à regularidade da função f. Veremos que 
A possui área se, e somente se, f tem poucas descontinuidades, 
num sentido que será tornado preciso no texto. 

É uma circunstância notável que a noção de área esteja rela- 
cionada com as derivadas. Esta interdependência entre derivação 
e integração é expressa pelo fato de que o conjunto A, acima as- 
sociado à função f, tem como área o número F(b) — F(a), desde 
que F seja uma função cuja derivada é f. 

Neste capítulo, apresentaremos a definição e as principais 
propriedades da integral, daremos condições para que uma função 
limitada seja integrável e estabeleceremos as relações mais im- 
portantes entre a integral e a derivada. Como aplicação, mos- 
traremos como os logaritmos e as exponenciais podem ser intro- 
duzidos de modo rápido e elegante, com o uso da integral. 


1 Integral superior e integral inferior 


Consideraremos funções reais f: [a,b] — R, definidas num 
intervalo compacto [a, b] e limitadas nesse intervalo. 

Isto significa que existem números reais m, M tais que 
m < f(x) < M para todo x € [a,b], ou seja, que os valores 
f(x) pertencem todos ao intervalo compacto Im, M]. 

O menor desses intervalos . contendo os valores f(x), 
x € [a,b], é dado por m = inflf(x);x € la, b]} e M = suplf(x), 
x € [a,b]}. Por simplicidade, escreve-se também m = inf f e =+ 
M = sup f. 

Para que f seja limitada em [a,b] é necessário e suficiente 
que exista K > O tal que |f(x)| < K para todo x € la, b]. 

Uma partição do intervalo [a,b] é um subconjunto finito 
P c [a,b] tal que a €e Peb e P. Quando escrevermos 
P = {to, t1, .. . , tn} convencionaremos sempre que a = to < tı < 
nas =b. 
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Os intervalos [t 4, ti], i = 1,..., n, serão chamados os inter- 
valos da partição P. 

Sejam f: [a, b] — R uma função limitada e P = {tọ, t1,- - o tn}, 
uma partição de la, b]. Para cada i = 1,..., n, indicaremos com 
m o ínfimo e com M; o supremo dos valores de f no intervalo 
[tiz , ti] è i 

Definiremos a soma inferior s(f;P) e a soma superior S(f;P) 
da função f relativamente à partição P pondo: 

s(f; P) = mi (tt) + Ama (inte) =D melti—to) 
i=1 

e 

S(f; P) = Mi (ti—to) + AM (tanto) => Mi (tit) 
i=1 

Se m é o ínfimo e M o supremo de f em [a, b], temos 

m- (b— a) < s(fi P) < S(f; P) < M. (b — a), 


para toda partição P do intervalo Ía, b]. 

Quando f é uma função positiva, as somas s(f;P) e S(f,P) 
podem ser interpretadas como áreas de polígonos, um inscrito 
e outro circunscrito ao gráfico de f, respectivamente, e portan- 


to como valores aproximados (por falta e por excesso) da área > ` 
ka 


compreendida entre esse gráfico e o eixo das abscissas. Ea 
Sejam P, Q partições de [a, b]. Quando. P C Qudiz-se que 

a partição Q é mais fina do que P. A maneira mais simples de 

refinar uma partição P é acrescentar-lhe um único ponto. 
Tomemos P = (to, ty,..., tn) e consideremos 


Q =toty..otia, Tti.. . tn), 
ondet; 1 < T < ti. Sejam mi, m’ em” os ínfimos de f nos inter- 
valos [t; 14,t;], [t;y,t] e Ir, ti] respectivamente. Evidentemente, 
m<m' em < m”. Comoti—-ty=(t—r)+(r—t;-), vem 
s(F Q) = s(f; P) = mit) +m (r — to) > multi te) 
= (m” — m)(ti — T) + (m — m )(r— ti) > 0. 
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Assim, se uma partição Q resulta do acréscimo de um ponto 
à partição P, tem-se s(f; P) < s(f; Q). Aplicando repetidamente 
este resultado, concluímos que P C Q implica s(f;P) < s(f; Q). 
Analogamente se demonstra que P C Q acarreta S(f,Q) < 
S(f; P). E 


Podemos então enunciar o 


Teorema 1. Seja f: la, b] > R limitada. Quando se refina uma 
partição P, a soma inferior não diminui e a soma superior não 
aumenta. 


Corolário. Seja f: [a,b] > R limitada. Para quaisquer par- 
tições P, Q de la, b], tem-se s(f;P) < S(f;Q). 
Com efeito, a partição PU Q refina P e Q. Logo: 


s(f; P) < s(fiP U Q) < S(f;P U Q) < S(f; Q). 


Em palavras, toda soma inferior de f é menor do que ou igual 
a qualquer soma superior. 


b 
Definiremos agora a integral inferior | f(x)dx e a integral 
—a 
=b 


superior | f(x) dx de uma função limitada f: la, b] > R pondo: 


=b 


b 
| f(x) dx = sup s(f; P), | f(x) dx = inf S(f; P). 
2a P a l 
O sup e o inf são tomados relativamente a todas as partições 
P do intervalo la, b]. As seguintes propriedades caracterizam as 
integrais | e | da função f: 


b 
1. Para qualquer partição P de [a, b], tem-se s(f; P)< | f(x)dx; 


=a 


b 
2. Dado £>0, existe uma partição P de la, b] tal que | f(x)dx— 


e < s(f;P). 


=a 
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—b 
1º. Para toda partição P de [a, b], vale | f(x) dx < S(f, P); 
a 
—b 
2. Dado e > 0, existe P tal que S(f;P) < | f(x) dx + e€. 
a 
Segue-se das definições e do corolário acima que se 
m < f(x) < M para todo x € la, b], então 


b =b 
m-(b—a) <| fog de < | f(x)dx < M. (b-a). 


a 


Em particular, se |f(x)| < K para todo x € [a,b], então 


| togax <K-(b-a) e | olan < K. ({b—a) pois f(x)| < K 


a 


significa —K < f(x) < K. 


a 


b =b 
Às vezes, por simplicidade, escrevemos, apenas | fe | f. 
Za a 

Exemplos 

1. Seja f: [a, b] > R definida pondo-se f(x) = O se x é irracional 
e f(x) = 1 se x é racional. Dada qualquer partição P de [a, b], 
temos m; = 0 e M; = 1 para todo i = 1,...,n pois todos os 
intervalos [t;-1, tı] de P contêm números racionais e irracionais. 
Logo s(f;P) = 0 e S(f;P) = b — a para qualquer partição P. 
Consequentemente: 


KG dx =0, Kg dx=b-—a. 


2. Seja f: [a,b] — R constante: f(x) = c para todo x € [a, b]. 
Então temos M; = m, = c em todos os intervalos de qualquer 
partição P. Por conseguinte, s(f;P) = S(f,P) =c-(b— a) e daí 
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Teorema 2. Sejama<c<bef:la,b)5R limitada. Então, 


KO dx = | f(x) dx + KE dx, 


=a 


—=b =e =b 


f f dx = f s dx + ta dx. 


A demonstração se baseia em dois lemas: 


Lema 1. Sejaa <c < b. Se considerarmos apenas par- 
tições que contêm o ponto c, obteremos os mesmos valores para 


[to dxe [t dx. 


Demonstração. Dada P, acrescentando-lhe o ponto c, obtemos 
uma partição P’ tal que s(f;P) < s(f;P) e S(f; P’) < S(f; P). O 
lema decorre então da seguinte observação: sejam A’ C Ae 
B’ c B conjuntos limitados. Se, para cada a € A e cada b € B 
existem a’ € A'eb' € B’ tais que a < a’ e b’ < b, então 
sup A' = sup A e inf B’ = inf B. l 


Observação: O mesmo raciocínio mostra que, dada uma par- 
tição Po de la, b], para calcular as integrais (superior e inferior) 
de f: [a,b] — R basta considerar as partições que refinam Po. 


Lema 2. Sejam A, B conjuntos não-vazios limitados de números 
reais. Pondo A +B = {x+y;x € A,y E B}, tem-se inf(A +B) = 
inf A +inf B e sup(A + B) = sup A + sup B. 


Demonstração. Dados quaisquer x € A e y € B, tem-se 
x < supÃ e y < supB, donde x + y < supA +supB. Logo 
sup À + sup B é uma cota superior de A + B. Além disso, dado 


e > O arbitrário, existem x € A e y € B tais que x > sup À — 5 


e y >supB — 5 , donde x + y > (sup A + supB)— £. Portanto, 


sup À + sup B é o supremo do conjunto A + B. A outra relação 
se prova de modo semelhante. 
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Corolário. Sejam f,g: [a,b] > R limitadas. Então 
sup(f + g) < sup f + supg e inf(f + g) È> inf f +inf g. 


Com efeito, se A = f(la,b]) e B. = g(la,b]), então 
- C = {f{(x) + g(x); x € la, b]} c A +B. Logo 


sup(f + g) = sup C < sup(A + B) = sup A + sup B 
= sup f + sup g, 

inf(f + g) = inf C > inf(A + B) = inf A + inf B 
= inf f +inf g. 


Exemplo 3. Sejam f, g: [1,1] — R, f(x) =x, g(x) = —x. 
Então sup f = supg = 1 e sup(f+ g) = 0. Neste caso, temos 
sup(f + g) < sup f + supg. 


Demonstração do Teorema 2. Sejam A e B, respectivamente 
os conjuntos das somas inferiores de flla, c] e flle, b]. Vê-se facil- 
mente que À + B é o conjunto das somas inferiores de f relativa- 
mente às partições de la, b] que contêm o ponto c. Pelos Lemas 
1 e 2 temos 

b c b 
| f(x) dx = sup(A+B) = sup A+sup B = | f(x) d+ | f(x) dx. 


a =a =c 
De maneira análoga se trata o caso de uma integral superior. 


Exemplo 4. Seja a < c < b. Definamos f: [a,b] > R pondo 
f(x) =asea<x<cef(x)=fBsec<x<b. Mostraremos 
. —b 


que [o dx = | f(x) dx = «-(c—a)+B-(b—c). Sabemos que 


b c b c 
| Ra t+] t=] f+B-(b—c) pois file, b] é constante, igual 


=a =a =c —a 
o =b =c 
a B. Analogamente, | f= | f+B-(b—c). Resta pois mostrar 
5 a a 
-=c 


c 
que J t= | f=a-(c—a). Para fixar as idéias, suponhamos 
a 


=a 
œx < B. Então, para todo € > 0 tal que a < c— e < c, tem-se 
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Es: 
| f < B-e. Por conseguinte, para qualquer desses € > 0, 
C—E 
—C =C—E ->E 


temos: a(e-a)<) t=] ++] f<a(c-e-a+B-e= 


a«-(c—-a)+(B—a)-e. Assim, deve ser: 


| f ax =a-(e-a) E 


C 
Quanto a | f, é imediato que deve ser igual a œ- (c — a) pois 


all 
toda soma inferior de fila, c] tem este valor. 


Note-se que poderíamos ter tomado um valor arbitrário para 
f no ponto a, sem alterar o valor das integrais. 

Mais geralmente, dada uma partição P = fto,...,tn) de 
la, b], uma função f: la, b] >R, constante (digamos igual a ci) 
em cada intervalo aberto (t;- 1, ti), chama-se uma função escada. 

Uma repetição do argumento acima mostra que as integrais 
da função escada f são dadas por 


b =b m 
| f(x) dx =| f(x) dx = N (t — ti). 
a a i=] 


Novamente observamos que os valores que f assume nos pontos 
de divisão de P não afetam as integrais. 
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Lema 3. Seja A um conjunto limitado não-vazio de números 
reais. Dado x € R, ponhamos c- A = {c -x;x € A}. Então 
sup({c -A) =c- supA einf(c-A)=c-infAÃ caso c >0. Quando 
c <0, tem-se sup{c - A) =c -inf A e inf(c - A) = c - sup À. 

Demonstração. Seja c > 0. Para todo x € A temos 
x < sup À, donde c-x < c-sup À. Isto mostra que c -sup À é uma 
cota superior do conjunto c-A. Além disso, dado £ > 0 qualquer, 


existe x € À tal que sup- z < x, donde c -sup — e < cx. 


Portanto c - supĀ é o supremo do conjunto c - A. Seja agora 
c <0. Temos x > inf A para todo x € A, donde c -x X c -inf A. 
Portanto c - inf À é cota superior do conjunto c - A. Além disso, 


£ 
dado arbitrariamente £ > O, existe x € À tal que x < inf À — = 


£ 
pois fais > o). Logo c -x > c -inf A-— e£, o que prova ser 


c- inf À o supremo de c- A. 


Teorema 3. Sejam f, g: la, b] > R limitadas. Então 


=b 


b : 
| F(x) + glx)ldx < | [fo + 


“a . a 


1. [res dx + ES dx < 


-b —b 


soara | f(x) d+ | a(o) di: 
b b =b , 
2. Quandoc >O, | cf(x)dx = e-f f(x) dx e | c-f(x) dx = 


=b 


ef t) dx. 


b b 

No caso dec < O, tem-se | ef=e-| f e | et=e-[ f. 
b 

Em particular para c = —], | (—f) = -Í f e | (—f) = 


É ža 
-f f. 


w 
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b 
3. Se f(x) < g(x) para todo x € [a,b], então | f(x) dx < 


=a 
b =b 


[ow dx ef“ s|s 


Demonstração. 1. Basta provar a primeira desigualdade, pois 
a terceira é análoga e a segunda é conhecida. Indiquemos com 
mu(f), m(g) e mi(f + g) os ínfimos das funções f, ge f+ g no 
intervalo [t; 1, ti] de uma partição P. Segue-se do corolário do 
Lema 2 que mi(f+ 9) > mi(f) + mi(g), donde s(f+ g;P) > 
s(f,P) + s(g; P). Logo i 


b 
(=) Í [f(x) + gloldx > s(f; P) + s(g;P) 


=a 
para qualquer partição P. Dadas arbitrariamente as partições P 
e Q temos, portanto 


b 
s(f;P) +s(g;P) < s(;PUQ) +s(g;PUQ) < | t(x) + g(x)jdx. 


x g —a 
O Lema 2 nos dá, então, 


b b : b 
| f(x) d+ | g(x) dx = enple (RPE (g Q)] < | F(x)+g(x)jdx. 
2. Pelo Lema 3, temos m; (c: f) =c-mi(f) e Mi(c-f) = c-Mi(f) 
quando c > 0, enquanto mi(c-f) = c-Mi (f) e Mile f) = cemi (f) 
para c < O. O resultado segue-se, aplicando-se novamente o 
mesmo lema ao conjunto das somas inferiores e ao conjunto das 
somas superiores de c - f. 


3. De f(x) < g(x), para todo x, obtém-se mi(f) < mulg) e 
Mi(f) < Mi(g) para toda partição de [a,b]. Daí resultam 
s(f;P) < s(g;P) e S(f;P) < S(g;P). As desigualdades com as 
integrais seguem-se. 

b 
Corolário. Se f(x) > O para todo x € [a,b] então | f>0€e 


—a 
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2 Funções integráveis 


Uma função limitada f: [a, b] > R chama-se integrável quan- 


do v 


[t dx = [to dx. 


Este valor comum é chamado a integral de f e indicado com 


b b 
| f(x) dx ou, simplesmente | f. 


a a 
Por exemplo, toda função constante, f(x) = c, é integrável, 
com | f(x)dx = c. (b — a). Mais geralmente, (veja o Exem- 
plo 4 se f: [a,b] — R é uma função escada, então f é inte- 
b 


grável e | f(x) dx = Ec; - (ti — ti), onde os c; são os valores 
a 
que f assume nos intervalos (t;-1,t;). Por outro lado, a função 


f: la, PDJ5R, igual a O nos números irracionais e a 1 nos racionais, 
não é integrável. (Veja o exemplo 1.) 


b 
Quando f(x) > 0 para todo x € la,b], as integrais | f(x) dx 


a 
=b 


e | f(x) dx resultam de tentar medir a área do conjunto plano 


A = {(x,y) € Rpa < x < b,0 < y < f(x), limitado pelo 
gráfico de f, pelo segmento [a, b] do eixo das abscissas e pelas 


retas verticais x = a e x = b. Em | f(x) dx usamos áreas de 


. =a 
polígonos contidos em A como aproximações (por falta) da área 


de A, enquanto em | f(x) dx tomamos polígonos que contêm A, 
- b 
isto é, aproximações por excesso. Podemos dizer que | f(x) dx 


a 
=b 


é a “área interna” do conjunto A, e que | f(x) dx é sua “área 
“Ja 
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externa”. A afirmação de que f é integrável significa que as 

aproximações por falta e por excesso para a área de À conduzem 

ao mesmo resultado, isto é, que o conjunto A possui, de fato, 
b 


uma área, iguala | f(x)dx. No caso da função do Exemplo 1, 


o conjunto À tem uma área interna igual a O e uma área externa 
igual a 1, logo não possui uma área bem definida. 

Dada f: [a, b] — R limitada, consideremos o conjunto o das 
somas inferiores e o conjunto E das somas superiores de f. Para 
todas = s(f;P) € g e toda S = S(f,Q) € Z, temos s < S. 


b 
Isto nos dá sempre supo < inf Z. Sabemos que sup © = | fe 


a 
—b.- 


infz = | f. 


a 
Dizer que f é integrável significa afirmar que supo = inf È. 
Ora, vale o seguinte 


Lema 4. Sejam 0, Z conjuntos limitados não-vazios de números 
reais. Suponhamos que, para quaisquers E o eS E€ È sejas < S. 
Então supo = inf È se, e somente se, para cada £ > O existém 
seceSeLtaisqueS-—-s<e. 


Demonstração. Vale sempre supo < inf. Suponhamos 
inicialmente que, para cada € > 0, existam s €E ge S E L 
tais que S—s < E. Se fosse supo < inf £, tomaríamos € = 
inf£—supo > 0 e então, para quaisquer s € © e S € E teríamos 
s<supo<infL<SdondeS—s > inf £ —sup © = £, uma con- 
tradição. Reciprocamente, se sup © = inf È = c, digamos, então, 
dado £ > 0, existem s € g e S € 2 tais que c-5 <s<S< c+5 


e, portanto, S — s < E. 
Dada f: [a,b] — R limitada, sua oscilação no conjunto 
X c [a, b] é definida por 


w({f; X) = sup f(X) — inf f(X). 


O lema abaixo implica uma definição equivalente para a os- 
cilação. 
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Lema 5. Seja Y um conjunto não-vazio limitado de números 
reais. Sem = inf Y e M = supY, então, M — m = supl)x — 
yl x y € Y} 


Demonstração. Seja A = {|x — yl; x,y € Y}. Dados x,y € Y 
arbitrários, podemos escolher a notação de modo que x > y. 
Temos m < y < x < M, o que nos dá x — y| = x— y = 
x+(-y) < M-m. Logo M — m é uma cota superior de A. 
Por outro lado, para todo £ > O podemos encontrar x,y € Y tais 
que x > Ni eyu<m+s>,ou seja, —y > Am Segue-se 
quelx-y>x-y=x+(—y) > (M-—m)-—e. Isto mostra que 
M — m é a menor cota superior de A, ou seja M — m = sup À, 
como queríamos demonstrar. 


Corolário. Seja f: [a,b] > R limitada. Para todo X C [a,b] 
não-vazio, tem-se w(f;X) = supllf(x) — f(y)l; x,y € X} 


Basta tomar Y = f(X) no Lema 5. 

Dadas f: [a,b] — R limitada e uma partição P do interva- 
lo [a,b], indicaremos com w; = M; — my a oscilação de f no 
intervalo [t;..1, til. 


Teorema 4. Seja f: [a,b] > R limitada. As seguintes afir- 
mações são equivalentes: 


(1) f é integrável; 


(2) Para todo £ > O existem partições P, Q do intervalo |a, b] 
tais que S(f,Q) — s(f; P) < €; 


(3) Para todo £ > 0, existe uma puido P do intervalo la, b] 
tal que S(f;P) — s(f; P) < €; 

(4) Para todo £ > 0, existe uma partição P = (to,ty,..., tn) 
do intervalo [a,b] tal que >) wi- (ti — t1) < € 


i=] 
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Demonstração. O Lema 4 diz que (1) & (2). Como E w;-(t;— 
ti) = S(f;P) — s(f, P), temos também (3) & (4). Além disso, 
é óbvio que (3) > (2). Finalmente, se S(f; Q) — s(f,P) < e, 
tomando Po = PU Q, temos s(f;P) < s{f; Po) < S(f; Po) < 
S(f; Q), donde S(f; Po)— s(f;i Po) < £. Isto mostra que (2) > (3), 
o que encerra a demonstração. 


Exemplo 5. Sejam f, g: [a,b] — R funções limitadas que di- 
ferem apenas num subconjunto finito de [a,b]. Então f será 
integrável se, e somente se, g o for. No caso afirmativo tem- 


se | f(x)dx = | g(x) dx. Com efeito, a diferença f — g é uma 


a a 
função escada. (Os pontos onde f(x) # g(x) formam, juntamente 
com a e b, uma partição de [a,b] e f — g é constante, igual a 
zero, no interior de cada intervalo dessa partição.) Logo, f — g 


é integrável e | (f— g) =0. Como f = g + (f — g), segue-se do 


Teorema 5 abaixo que f é integrável se, e somente se, g o é, com 
b v b b b 

| e | o+ (f— g), ou seja, | fim | g. 
a a a a a 

Teorema 5. Sejam f, g: [a,b] > R integráveis. Então: 


1. Paraa<c<b, flla,c] e filc, b] são integráveis e se tem 


E Bias |. f(x) de + i f(x) dx. 


a a c 


Reciprocamente, se fila, c] e file, b] são integráveis, então 
f é integrável, e vale a igualdade acima. 


2. Para todoc E€ R, c-f é integrável e 


i c- f(x)dx=c. [ f(x) dx. 


a a 
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3. f +g é integrável e 


b b 
f(x) dx + | g(x) dx. 


a 


[rca + obglax = | 


a a 


4. Se f(x) < g(x) para todo x € la, b], então 


E f(x) dx < f g(x) dx. 


a a 


Em particular, se f(x) > 0, para todo x € la, b!, então, 


b 
| f(x) dx > 0. 


a 


5. If(x)| é integrável e se tem 


< i [Fog] dx. 


a 


f f(x) dx 


Segue-se de (4) e (5) que se |f(x)| < K para todo x € [a,b], 
b 
omiaa f i ax A E 


6. O produto f - g é integrável. 


Demonstração. 


c b 
(1) Sejam « =| f(x) dx, A = | f(x) dx, p= J f(x) dx e 


a =e 
=b =b 


b 
B=] f(x) dx. Então Í fls) dx = A +Be | f(x) dx = «+. 


a 
Sempre setema< Ae <B. Logo «a+p=A+BO =A 
e B = B, ou seja, f é integrável se, e somente se, f|la, c] e filc, b] 
são integráveis. 
As afirmações (2), (3) e (4) seguem-se do Teorema 3. Con- 
sideremos (5): em primeiro lugar, mostremos que a função 
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x + |f(x)| é integrável. Ora, para x,y € [a,b] quaisquer, temos 
IFI — IfI] < |f(x) — f(y)l. Logo, pelo corolário do Lema 5, 
para qualquer subconjunto X C [a, b], temos w(|f|;X) < w(f; X). 
Em particular, dada uma partição arbitrária P de [a, b], temos 
w (lfi) < wi(f). Segue-se do Teorema 4 que |f| é integrável. 
Além disso, para todo x € la, b], vale —f(x)| < f(x) < If(x)|. 
Como |f| é integrável, podemos usar as afirmações (2), com 
c = —], e (4), para obter 


b b b 
-Í foolax < Í ioaz ) If(x)ldx 


ou seja: 
b 
< | Iftolax. 


Para demonstrar (6), seja K tal que |f(x)| < K e Ig(x)| < K 
para todo x € [a,b]. Dada uma partição P = (to,...,tn) de 
la, b], indiquemos com wi(f - g), wi(f) e wi(g) as oscilações 
dessas funções no intervalo [t; 1, ti]. Para x,y € [t;-y, tı] quais- 
quer, temos 


If(x) - g(x) — fly) - gly)l < F(x) - la(x) — gly) 


+ lg(y)l - f(x) — f(y) 
< K- [w:(f) + wi(g)] 


j f(x) dx 


a 


e, portanto, wi(f- g) < K - Iwi(f) + wi(g)]. Daí Zw:(f : g)(t; — 
tios) < K. [Zw (f) (ti — t- 1) + Ewi(g)(t, — t- 1)l. A integra- 
bilidade de f - g decorre então da integrabilidade de f e de g, 
conforme o Teorema 4. 


Observação: A igualdade P 0 dx = | f(x)dx + ES dx 


a a c 
tem sentido apenas quando a < c < b. A fim de torná-la ver- 
dadeira sejam quais forem a, b e c reais convencionaremos o 
seguinte: 
a 4 
primeiro: f(x) dx = 0 
a 
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b a 
segundo: | f(x) dx =— | f(x) dx. 


b 
Aceitas estas convenções, vale, para toda função integrável f, a 
igualdade: 


b c b 
| f(x) dx = | f(x) dx +] f(x) dx, 
a a c 
sejam quais forem os números reais a, b, c. Há seis possibilidades 
a considerar: a <b <c, a<c<b, b<a<c, b<c<a, 
c<a<bec<b<a. Em cada caso, basta admitir a 
integrabilidade de f no intervalo maior. 


Teorema 6. Toda função contínua f: la, b] > R é integrável. 


Demonstração. Como [a,b] é compacto, f é limitada. Além 
disso, é uniformemente contínua: dado e > 0, existe ô > 0 tal 


que xy E la,b), Ix- yl < 6 > f(x) — f(y)] < 


E 5 
SR Seja 


a , . b-a 
< &. Através dos pontos t; = a +i- 7 


n € N tal que pz z 
i = 0,1,2,...,n, obtemos uma partição de [a,b] tal que 
xy E lot => f) — fly) < z2 
oscilação w; de f em cada intervalo [ti y,t;] é < £/(b — a). 
Segue-se que Lw;- (ti — t1) < £ e portanto f é Teegrsvel pelo 
Teorema 4. 


m Isto mostra que a 


Teorema 7. Seja f: [a,b] — R limitada. Se, para cada 
c € [a, b), fila,c] é integrável, então f é integrável. 


Demonstração. Seja |f(x)]) < K para todo x € [a,b]. Da- 
do € > 0, tomemos c € [a,b) tal que K- (b — c) < É. Co 
mo fila, c] é integrável, Sae uma partição (to, ...,tny de [a,c] 
tal que x wilt — ti) < 5- Pondo tn+ı = b, obtemos uma 


partição M «tn, tnyi) de [a,b]. Certamente wn < 2K. 
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E 


Logo Wn (tuga ~ tn) = Un: (b—c) < 3 Portanto, 
n+] 

> witi — t1) < e€ e assim f é integrável. 

i=] 


Corolário 1. Seja f: [a,b] > R limitada. Se, para a < c < 
d < b quaisquer, file, d] é integrável, então f é integrável. 


Com efeito, fixemos um ponto p, com a < p < b. Pelo 
Teorema 7, fila, p] e fllp, b] são integráveis. Logo f é integrável. 
(Veja o item (1) do Teorema 5.) 


Corolário 2. Seja f: [a,b] > R limitada, com um número finito ` 


de descontinuidades. Então f é integrável. 


Com efeito, sejam to, ..., tn Os pontos de descontinuidade de 
f em [a,b]. Pelo Corolário 1, para cada i = 1,... n, flltos,ti] 
é integrável pois f é contínua em todo intervalo [c, d] com t; 4 < 
c<dx< ti. Logo f é integrável. (Veja o item (1) do Teorema 5.) 


Exemplo 6. A função f: [-1,+] > R, definida por 
1 
f(x) = sen — sex £ 0 e f(0) = 0, é integrável pois é limitada, 


sendo descontínua apenas no ponto O. Observe que o Exemplo 
5 não contém o Corolário 2 acima. 


Exemplo 7. Seja f: [a,b] > R definida por f(x) = O se x é 
1 
irracional ou zero, e f (2) = — se E é uma fração irredutível 
comp £ 0. Então f é descontínua num conjunto infinito, a saber: 
o conjunto dos números racionais do intervalo [a,b]. Note-se 
que O < f(x) < 1, de modo que f é limitada. Mostraremos 
agora que f é integrável no intervalo [a, bl. Mais precisamente, 
b 


temos | f(x)dx = 0. Com efeito, dado € > 0, o conjunto 


E p os . 
F = fx € la, b]; f(x) > zi) é finito pois é o conjunto das 
frações irredutíveis pertencentes a [a, b] cujos denominadores são 


< — a, Tomemos uma partição P de [a, b] tal que a soma dos 


+ 
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comprimentos dos intervalos de P que contêm algum ponto de 
F seja menor do que e. Observemos que se FN [t,t] = ø 


então 0 < f(x) < = Para todo x € [ti 1,t;l e, portanto, 


E 
z b— 
M; < o A soma sig P) = LMi(t; — t1) relativa a esta 
partição se decompõe em duas parcelas: 


EM: (ti— to) = EMi(t — tra) + EMP (ti — tii), 


onde assinalamos com um apóstrofo os intervalos [t/ ,,t;] que 

contêm algum ponto de F e com dois, It/.,,t/], os que são dis- 

juntos de F. O primeiro somatório é < € porque E(t! — t4) < € 
e 

e M?! < 1. O segundo é < É porque M} < e E(t? — 
— a 


ti) < b—a. Logo S(f; P) = IMi- (ti — t;-1) < 2e. Segue- 
=b 


se que | f(x) dx = 0. Como f(x) > O para todo x, temos 
a 
b =b 
0< | f(x) dx < | f(x) dx = 0. Concluímos que f é integrável e 


Za a 


b 
que | f(x) dx = 0 


a 


3 O Teorema Fundamental do Cálculo 
Seja f: [a,b] > R integrável. Pelo item (1) do Teorema 5, 


para todo x € la,b], flla,xl é integrável. Definiremos então 
uma função F: [a, b] > R pondo 


Se tivermos |f(t)| < K para todo t € [a, b], então, dados quais- 
quer x,y € la, b], tem-se 


IF(y) — F{x)| = 


f f(t) at <K-ly—x]. 
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Por conseguinte, F é (uniformemente) contínua no intervalo la, b]. 


Exemplo 8. Seja f: [0,2] —> R definida por f(t) = O se 
O<t<Tef(lt)=1]sel<t<2. Tomando F: [0,2] 5 R, 


F(x) = | f(t) dt, temos F(x) =0 se 0 < x < 1 e F(x) =x-— 1 se 


Vemos que F é contínua, mas não é derivável no ponto x = 1, 
que corresponde a uma descontinuidade de f. 
X 


A função F(x) = | f(t) dt chama-se uma integral indefinida 
de f. O processo de passar de f para F melhora, ou “amacia” as 


qualidades da função. Mostramos acima que f limitada implica F 
lipschitziana. Veremos agora que f contínua implica F derivável. 


Teorema 8. Seja f: [a,b] > R integrável. Se f é contínua no 

ponto c E [a,b], então a função F: [a,b] > R, definida por 
X i E 

F(x) = | f(t) dt, é derivável no ponto c e se tem F'(c) = f(c). 

Demonstração. Dado e > 0, podemos achar ô > O tal que 

tela,b), lt-cl<ó>If(t)-—-f(c)|<e. Então, se0O<h< 6 

ec+he [a,b], temos i 


Hea 2al - [no EEE 
1 e 
a : H(t) — f(c)] at 
c+h 
< E H(t) — f(e)l dt < 1 eeceh=e. 
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Isto mostra que Fi (c) = f(c). De modo análogo se raciocina 
com h negativo, obtendo sê F! (c) = f(c), donde F(c) = f(c). 


Corolário. Dada f: [a,b] = R contínua, eriste F: [a,b] > R 


derivável, tal que F' = < 


Basta tomar F(x) = | f(t) dt. 


Chama-se primitiva de uma função f: [a,b] — R a uma 
função derivável F: [a,b] — R tal que F’ = f. O corolário aci- 
ma diz que toda função contínua num intervalo compacto possui 
primitiva. 

Nem toda função integrável f possui uma primitiva F. Com 
efeito, já sabemos que se f = F’ então F não pode ter descon- 
tinuidades de primeira espécie. 


Exemplo 9. A função f do Exemplo 8 não possui primitiva 
em intervalo algum que contenha o ponto 1 em seu interior. Por 


outro lado, a função descontínua f(x)=2x-sen = cos : (f(0)=0) 


possui a primitiva F(x) = x? 


1 
sen =, F(0) = 0. 
Notemos que se f: [a,b] > R possui uma primitiva, então 
possui uma infinidade delas. Duas primitivas de f em [a, b] di- 
ferem por uma constante, pois têm a mesma derivada f. 


Daí resulta que se F: [a, b] >R é de classe C! então 


Í F'(t) dt = F(b) — F(a). 


a 


Com efeito, sendo F’ contínua, pelo Teorema 8 a função ọ(x) = 
X « 
F'(t) dt e a função F são ambas primitivas de f’ em [a,b]. 


Logo p(x) — F(x) = constante. Como q(a) = 0, segue-se que 
(x) — F(x) = —F(a), logo q(x) = F(x) — F(a), ou seja, 


lero dt = F(x) — F(a), 


a 


para todo x € [a,b]. Tomando x = b, obtemos o resultado 
desejado. 
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Mostraremos agora que não é preciso supor F’ contínua. 


Teorema 9. (Teorema Fundamental do Cálculo). Se uma função 
integrável f: [a,b] — R possui uma primitiva F: [a,b] —> R, 
b 


então | f(x) dx = F(b) — F(a). 


a 
Em outros termos, se uma função F: [a,b] > R possui deriva- 
da integrável, então 
b 


H= F= | F'(t) dt. 


Demonstração. Para qualquer partição P = (to,...,tn) de 
la, b], o Teorema do Valor Médio nos dá 
F(b) — F(a) = Fi) — Fiti) = J F(E) (ti — ta), 
i=1 i=] 
onde ti-1 < & < t; para todo i = 1,...,n. Indicando com mi e 
Mi respectivamente o inf e o sup de F’ no intervalo [ti-;, ti], 
temos mf < F(E) < M$, donde s(F; P) < F(b) — Ffa) < 
b 


S(F'; P). Portanto, F(b) — F(a) = | F'(t) at. 
O Teorema 9 diz que as únicas primitivas de uma função 
X 


integrável f: [a, b] > R (se existirem) são da forma | f(t) dt+ 
b a 


constante. Ele reduz a avaliação de | f(x) dx, (quando a função 


f possui primitiva) à obtenção de uma primitiva de f, trabalho 
que ocupa uma boa porção dos cursos traditionais de Cálculo. 

Como aplicação do Teorema Fundamental do Cálculo, obte- 
remos agora o desenvolvimento de Taylor de log em torno do 
ponto 1 (ou de log(1 + x) em torno de x = 0). 


Exemplo 10. Como 1 + t = 1 — (—t), segue-se da fórmula 
1-4 

=1+t EE 
Tq Fte 


4” 


1+t’ 


' 
(3) E 
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tt! 
para t £ —1. Como lóg(l +t) é uma primitiva de EF e EE 
é uma primitiva de t*, temos: 
x dt x. xiti 
IE og(l+x) e | Iri 


para todo x > —1. Tomando a integral de O a x de ambos os 


membros da igualdade (*), obtemos 
x2 x3 . l xr x m 
o SE EE = 1 mekao —1)* t 
bgl +x) =x- D+ Toto qd 


para todo x > —1. Escrevamos 


X t 
= {1 . 
mat) = (0º [ q dt 
Observamos os seguintes fatos: 
x + 
0< <| t- dt= 
sxt s [ Z 
0 n ` n+l 
[ti |x + 
—]<x<0 A < dt = — c, 
ISSA bots | px (Tron +) 
pois 1 +t>1+x. 
2 3 
Concluímos daí que lim Tal = 0. Logo pn(x) = x— 2 + Ra + 
x50 x” 2 3 


n 

e + (11)! . 2 é o polinômio de Taylor de ordem n para a 
função log no ponto 1. (Ou para f(x) = log(l + x) no ponto 
0.) Em seguida, notamos que, para todo x € (—1,1], temos 

lim rn(x) = 0. 

n—5 00 

Vale, portanto, o desenvolvimento de Taylor para —1<x<1; 
dedo, x3 nx” 


log +x) =x— 5 da to) 


Em particular, pondo x = 1, obtemos a fórmula 


11 (= 
oa ode O con A 
og qe A 
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4 Fórmulas clássicas do Cálculo Inte- 
gral 


Teorema 10. (Mudança de variável). Sejam f: la, b]|>R con- 
tínua, g: [c,d] — R derivável, com g' integrável e g(lc,d]) c 
la, b]. Então 


g(d) d 
| f(x) dx = | f(glt)) - g'(t) dt. 


glc) c 


Demonstração. Sendo contínua, f possui uma primitiva 
F: [a,b] 5 R. O Teorema Fundamental do Cálculo dá: 


g(d) 
| 16) dx = Flaa) — Figo). 
g(c) 

Por outro lado, pela Regra da Cadeia, (Fo g)'(t) = F'(g(t))- 
g'(t) = f(g(t))-g'(t) para todo t € [a,b]. Assim, Fog: lc, d] > 
R é uma primitiva da função integrável t 5 f(g(t)) - g'(t). 
Temos, portanto, 


d 
| fat) + o't) dt = Frota) — Fte), 


c 


o que prova o Teorema 10. 


Observações: 1. No Teorema 10, não exigimos que, para todo 
te [c,d], o ponto g(t) pertença ao intervalo cujos extremos são 
g(c) e g(d). Muito menos requeremos que g seja monótona. Em 
compensação, supomos f contínua. Na realidade, a demonstra- 
ção acima usa apenas que f é integrável e possui uma primitiva. 
No Exercício 11 abaixo, damos outro enunciado do Teorema 10, 
no qual admitimos apenas f integrável mas estipulamos que g 
seja monótona. 
b v 

2. A notação tradicional | f(x) dx, em vez de | f, encontra uma 


a a 
boa justificativa no Teorema 10. Para mudarmos de variável 
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g(d) ; 
em | f(x) dx, tomamos x = g(t) e a diferencial de x será 


g(c) 

dx = g'(t)dt. Quando t assume os valores ce d, x valerá 
g(c) e g(d) respectivamente. Estas substituições dão, portanto, 

g(d 
f Ho) de= | tato) gta 

glc) c 
Teorema 11. (Integração por partes.) Se f, g: [a, b] > R pos- 
suem derivadas integráveis então 


b b 
| ft(t)-g(t)dt=f- a-f f'(t)- g(t) dt, 


onde f - g]? = f(b) - g(b) — f(a) - gla). 


Demonstração. Basta observar que f - g é uma primitiva de 
f-g'+f'.g e integrar esta soma de acordo com o Teorema 
Fundamental do Cálculo. 


Teorema 12. (Fórmulas de Valor Médio para Integrais.) São 
dadas as funções f,p: la, b] > R, com f contínua. Então: 


b 
A. Eriste c € (a,b) tal que | f(x) dx = f(c) -(b— a). 


B. Sep é integrável e não muda de sinal, existe c € (la, b] tal 
b 


b 
que | f(x)p(x) dx = fof p(x) dx. 


a a 


C. Se p é positiva, decrescente, com derivada integrável, 
b c 


f(x)p(x) dx = p(a)- | f(x) dx. 


a 


existe c € [a, b] tal que | 

a 
Demonstração. A. Seja F uma primitiva de f. Pelo Teorema 
do Valor Médio, existe c € (a, b) tal que 


b 
| f(x) dx = F(b) — F(a) = F'(c)(b — a) = f(c)(b — a). 

B. Para todo x € [a,b], temos m < f(x) < M, onde m é o 
inf e M é o sup de f para fixar idéias, suponhamos p(x) > O. 
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Então m - p(x) < f(x)p(x) < M - p(x), para todo x € [a,b]. 
Segue-se que 


b b 
f(x)p(x)dx <M. | p(x) dx. 


a 


m fonas] 


a a 


b b 
Logo, existe d € [m, M] tal que d- | p(x) dx = | f(x)p(x) dx. 
Como f é contínua, temos d = f(c) para algum c E [a, b], o que 


prova B. 
x 


C. Definamos F: [a, b] > R pondo F(x) = | f(t) dt. Então 


F'=feF(a) = 0. Integrando por partes, obtemos 


i f(x)p(x) dx = É 


a a 


b 
F'(x)p{x) dx = F(b)p(b) — | F(x)p'(x) dx. 


a 


Pelo item B, aplicado à última integral, existe E € la, b} tal que 


b b 
| fo)p(x) ax = F(b) -p(b) — F(E): | p'(x) dx 


= F(b) - p(b) — F(E) -p(b) + F(E) - pla) 
z pla) — p(b) p(b) 

- [res POPO ro a pla) 
=d-p(a). 


Pondo « = ip(a) — p(b)l/p(a) e B = p(b)/p(a), vemos que 
«>0, B>20ea+P=1. Logod=a-F(E)+[-F(b) pertence 
ao intervalo cujos extremos são F(E) e F(b). Pela continuidade 
de F, existe c entre £ e b (donde c € [a,b]) tal que F(c) = d. 
Concluimos então que 

b c 
|, fogp(aa dx =p(a) -F(e) = pla) - | fe) dx 


a a 


para algum c € la, b]. 
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Observações: 1. No item B, pode-se mostrar que se pode sem- 
pre obter o ponto c no intervalo aberto (a, b). 


2. O item C do teorema acima, onde a derivada p’ foi usada na 
demonstração mas não aparece na fórmula, pode ser demonstra- 
do com hipóteses menos restritivas. Isto se faz de modo natural 
dentro do contexto da integral de Lebesgue. A versão acima é 
satisfatória nos casos mais frequentemente encontrados. 


3. A fórmula do valor médio dada no item C é muitas vezes usada 
para demonstrar um critério de convergência para “integrais im- 
próprias” análogo ao critério de Dirichlet para séries. (Teorema 
21 do Capítulo IV.) Veja o Exercício 14, a seguir. 


Deduziremos agora a Fórmula de Taylor com resto integral, 
usando integração por partes. Comecemos com um caso parti- 
cular. 

Seja q: [0,1] > R possuindo derivada segunda integrável. 


Temos (1) = q(0)+ | p'(t) dt. Vamos “calcular” esta integral 
0 


por partes, mas não de maneira óbvia, que nos levaria de volta 
ao valor (1) — q(0). 
Tomemos f(t) = 1—t e g(t) = q (t), de modo que f'(t) = —1 
1 1 
e | p'(t) dt = -Í f'- g. Com este sinal menos, a fórmula de 


0 0 
integração por partes fica: (Note as posições de O e 1 no símbolo 


f- gif.) 


1 1 1 
[ ewa] to =o a-o at, 
0 0 “do 

Chegamos assim a um resultado interessante. Se p possui 
derivada segunda integrável no intervalo [0, 1] então 


1 


(1) = q(0) + q'(0) +f — t) - p”(t) dt. 


o 
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Suponhamos agora que q possua derivada terceira integrável 
em [0,1] e tentemos a sorte outra vez na integração por partes. 


(1 + e g(t) = q“(t). Então f'(t) = 


1 1 
—(1—t) ef (1—t)-q“(t) a=- f- g. Com este sinal menos, 


Escrevamos agora f(t) = 


o 
a fórmula de integração por partes nos dá: 


g") Pa- 


1 1 
| (1—t)-p”(t) at=f-g1+ | fg =2 4] q") at. 
0 0 2 0 2 
Então podemos escrever 
"(o Mat? 
om = q(0) + q!(0) + Eu | UEL quo ar 
0 


Isto nos conduz imediatamente ao 


Lema 6. Seja q: [0,1] > R uma função que possui derivada de 
ordem n + 1 integrável em [0,1]. Então 
¢”{0) o™(0) 


e(1) = (0) + p'(0) += ++ 
! n! 


1 
(= t)" mtrt) 
+ | ni Pp (t) dt. 


Como conseqgiiência direta: 


Teorema 13. (Fórmula de Taylor com resto integral). Se 
f: [la,a + h] > R possui derivada de ordem n + 1 integrável 
então 


(n) 
fla+h)=f(a)+ f(a) ht É o hr 
1 — p" ` 
+ | CEL. plath) dtl prt 
o : l 


Demonstração. Dada f, defina q: [0,1] — R pondo q(t) = 
f(a + th). Então ọ® (0) = f(a) . hi. Em seguida, aplique o 
lema acima. 
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Observação: Ao usarmos a notação [a,a + h], estamos taci- 
tamente admitindo h > 0. É evidente, porém que a mesma 
fórmula vale para h < 0, pois a definição de q não leva isto em 
conta. 

Escrevendo b = a +h, obteremos uma expressão equivalente 
para a fórmula de Taylor substituindo h por b— a. No resto, a 


mudança de variável x = a + th, com dx = h- dt, nos dará 
f™(a) 


n! 


b Sain 
+Í Lox, gany) ax, 
a n 


f(b) = f(a) + f'(a): (b—a)+-- + -(b— a) 


Com efeito, temos h = b —a e th = x—a. Logoh—th=b—x. 
No integrando da fórmula anterior escrevemos (1—t)". ht! dt = 
(h— th)® -hdt = (b — x)“dx. O outro fator, f™+{a + th) se 
torna simplesmente fM+)(x). O denominador n!, é claro, fica 
como está. E os limites de integração são a e b, pois quando t 
varia entre O e 1, estes são os extremos assumidos por a + th. 


5 A integral como limite de somas 


Seja P = (to,..., tn) uma partição do intervalo [a, b]. Cha- 
maremos norma de P ao número |P| = maior comprimento 
ti — t;-, dos intervalos de P. 

Mostraremos inicialmente que a integral superior de uma 
função limitada f é o limite das somas superiores S(f; P) quando 
a norma da partição P tende a zero. Isto se escreve 


—b 
[r dx = in S(f; P). 


O significado preciso da fórmula acima é dado pelo 
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Teorema 14. Seja f: [a,b] > R uma função limitada. Para 
—b 


todo £ > O existe 6 > O tal que S(f;p) < | f(x) dx + € qualquer 


a 
que seja a partição P com norma menor do que ò. 


Demonstração. Suponhamos primeiro que f(x) > O para todo 
x € [a,b]: Dado e > 0, existe uma partição Po = (to,...,tn) 


de [a,b] tal que S(f; Po) < | f(x) dx + 5º Seja M o sup de f 


em [a,b]. Tomemos ô tal que O < 6 < - Seja agora P 
uma partição arbitrária com norma menor do que ô: Indiquemos 
com [rw-y, Ta) os intervalos de P que estão contidos em algum 
intervalo [ti-1, ti] de Po. Escreveremos œ C i para significar 
que [tra-1, Ta] C Itiz, ti]. Chamemos de [rp.., Tp] os intervalos 
restantes de P. Cada um destes contém pelo menos um ponto 
ti em seu interior. Logo há, no máximo, n intervalos do tipo 
[re-, Tg]. Se x C i então Ma <Mie) (rare) < ti —ti-1. 
aci 


Estes números são todos > 0, logo 5 Maw(ra—Ta-1) < Milti— 


aci 
ti) e Me t (rg E Tg-1) <M-6. Assim: 


“S(fP) => Ma (Ta—Ta-1) + J_ Me (Tg —re-) 
x B 


<> Mo (t-t) tM-n-ő 
i=1 


—b 
< S(f; Po) + £€/2 < | f(x) dx + e. 


a 


No caso geral, como f é limitada, existe uma constante c tal 
que f(x) + c > 0 para todo x € [a,b]. Tomando g(x) = f(x) +c 


recaímos no caso anterior pois S(g;P) = S{(f;P) + c{b — a) e 
—b e 


b 
| g(x) a= | fix)dx+c-(b— a). 


tição P, temos 
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Corolário. A integral inferior de uma função limitada f :[a,b] >R 
é o limite das somas inferiores s(f; P) quando a norma da par- 
tição P tende a zero, ou seja, 


b 
| f(x) dx = lim s(f;P). 
Ja fPI=0 
b —+ 
Com efeito, —s(f;P) = S(—f;P) e -| f(x) dx = | — f(x) dx. 


a a 
Em seguida, caracterizaremos as funções integráveis e expri- 


miremos suas integrais em termos de limites de somas. 
Pontilhar uma partição P = (to,..., tn) é escolher, em cada 

intervalo [t; 1, ti] um ponto či. Portanto, tiq < či < ti. 
Sejam f: [a, b] > R uma função limitada e P* uma partição 

pontilhada (P era a partição antes de a pontilharmos.)- 
Formemos a soma de Riemann: 


S (GP) =) El ts). 
i=l 


Evidentemente, seja qual for a maneira de pontilhar a par- 


s(f;P) < E(f; P*) < S(f; P). 


Dada f: [a,b] > R limitada, diremos que o número real I 
é o limite de L{f; P*) quando a norma |P| tende para zero, e 
escreveremos 
I= lim E(f; PY), 
[Pi=o 


quando, para todo € > 0, for possível obter ò > O tal que 
IX(f;P*) — I| < £, seja qual for a partição pontilhada P* com 
IP] < 6. 
Teorema 15. Seja f: [a,b] > R limitada. Existe o limite I = 
im >(f; P*) se, e somente se, f for integrável. No caso afirma- 
Ss 
b 
tivo, tem-se I =| f(x) dx. 


a 
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Demonstração. Seja f integrável. Pelo Teorema 14, temos 
b 


então fim stf;P) = = ne S(f;P) = |. f(x) dx. Como s(f;P) < 


L(f;P') < S(f;P), TE imediatamente que dim, H(f,P) = 


b 
f(x) dx. Reciprocamente, suponhamos que exista o limite I e 


mostremos que f é integrável. Dado arbitrariamente e > 0, existe 
€ 

uma partição P = (to,..., tn} tal que |Z (f; P*) — I| < z seja qual 
for a maneira de pontilhar P. Fixemos P e a pontilhemos de duas 
maneiras. Em primeiro lugar, em cada intervalo [t; 1, ti] pode- 
mos escolher um ponto E; tal que f(E;) < m + -——————.. 
i . Amt; — ti) 
Isto nos dará uma partição pontilhada P* tal que 


E(f; P*) => 18) foton) < m (ti — ti-1) + 


Aio 


E 


De maneira semelhante, obtemos uma partição pontilhada P* 
E 
tal que S(f;P)— Z < E(f,P?). Desta maneira: 


HP) É < s(fiP) < S(f;P) < E(f; P#) + $ 


Como os números X(f;,P*) e X(f;Pf) pertencem ao intervalo 


(1 — F, I+ i) segue-se que s({f; P) e S(f,P) pertencem ao in- 


tervalo (1-5 I+ 5) e, portanto, S(f;P) — s(f; P) < e. Logo f 


a 2 
b 
é integrável. Evidentemente | f(x) dx = 


a 


Exemplos. 

10a. Seja f: [a,b] — R uma função integrável. Dada uma 

segiiência (PA) de partições pontilhadas com lim |P*| = 0, re- 
ni—oo 
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b 
sulta imediatamente da definição que | f(x) dx = lim L(f; Pi). 


i i 
a 


1 
Consideremos, por exemplo, a função f: [1,2] > R, f(x) = = 


2 

d : 

Sabemos que | Es log2. Para cada n E N, seja Pa = 

1 X 

n+l n+42 2n e : : 

1, ——, ——,...,— > a partição que consiste em subdi- 
n n n 


vidir [1,2] em n partes iguais, cada uma com comprimento — - 


: n+i—l n+i 
Pontilhemos P, tomando em cada intervalo E | 


n 
o ponto E; = mer Para cada i = 1,..., n temos então f(E;) = 
i 1 
f (=) =D e ti — ti = — Logo HE) — tra) = 
n n+1 n 


—— . À soma de Riemann desta partição pontilhada é 


nti 
portanto, 


1 1 1 
+ 


Pai TES E DE. 
Alf; En) gra Rr 2n 


» mn 


Concluímos então que 


li Ra 
no (n+l n+2 P AM 


- 11. Valor médio de uma função num intervalo. Seja f: [a, b] >R 
'integrável. Dividindo o intervalo [a,b] em n partes iguais 
obtemos a partição Pa = {a,a + h,a + 2h,...,a +nh), onde 
h= — - À média aritmética dos n números f(a + h), f(a + 
2h),...,f(a+nh) = f(b) será indicada pela notação M(f;n) = 
12 ” 
T > f(a+ih). E natural definir o valor médio de f no intervalo 
i=1 
la, b] como o limite M(f; [a, b]) = lim M(f;n). Escolhendo em 
noo 


cada intervalo [a + (i — 1)h,a + ih] o ponto a + ih obtemos 
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uma partição pontilhada P* tal que X(f; PX) = 5 f(a+ih) h = 


is 
bra, ( ih). Logo M(f;n) = la X(f; Pi). Segue-se 


n i=1 
que o valor médio de f no intervalo [a,b] tem a expressão 


1 b 
M(f; la, b]) = lim gog PJ) = | f(x) dx. 


n= b—aja 


Em particular, se f está definida no intervalo [a, a+1], seu valor 
a+] 


médio nesse intervalo é igual a | f(x) dx. 
a 


6 Caracterização das funções integrá- 
veis 


Nosso próximo objetivo é caracterizar as funções integráveis 
como aquelas cujos pontos de descontinuidade formam conjuntos 
que são “pequenos”. Isto será feito mediante a noção de conjunto 
de medida nula (segundo Lebesgue). Iniciaremos, porém, com o 
conceito de conjunto de conteúdo nulo (segundo Jordan). 

Seja X C R. Diremos que X tem conteúdo nulo, e escrevere- 
mos c(X) = 0 quando, para todo £ > 0, for possível obter uma 


coleção finita de intervalos abertos h,...,lk tal que 
Xc huU- Uike a soma dos comprimentos dos intervalos 
I seja < e. 


Indiquemos com |I| =b— ao comprimento de um intervalo 
I cujos extremos são q e b. 

Então c(X) = 0 & Ve > 0 pode-se fazer X C hU- Ukk 
onde 1,..., Il, são intervalos abertos, com || + --- +HIL|< e. 
Não exigimos que os intervalos abertos 1,..., lx sejam dis- 
juntos. Mas o conjunto aberto lı U--.-U Ip pode ser expres- 
so, de modo único, com reunião de intervalos abertos disjuntos 

Boo) (r<k). 
O lema abaixo é uma reformulação da Proposição 1, Capítu- 
lo V. 
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Lema 7. Sejam h,...,lk e J,...,)r intervalos abertos, os Ji 
sendo dois a dois disjuntos. SehU---Ul.=)U---UlJ, então 
Jal lhl < ihl +- + kl, ocorrendo a igualdade somente 
quando os lj forem também dois a dois disjuntos (e portanto 
coincidirem com os Ji a menos da numeração). 


Demonstração. Lembremos que a função característica de um 

conjunto X C R é a função Ex: R > R tal que Ex(x) = Isex e X 

e ëx(x) = 0 se x ¢ X. E fácil provar que, dados Xy,...,Xk CR, 
k 


j=1 
somente se os Xj. forem dois a dois disjuntos. Se X é um intervalo 
i b 
então X C [a,b] implica | Ex = |X|. Portanto, sendo os Ji 
a 
dois a dois disjuntos e [a,b] um intervalo contendo a reunião 


T k 
Y=hU-Ulk=hU-Ultemo ) ën =Ey <> Ee, 
ja 


is 
daí, 


com Y = XjU---UXy, tem-se Ey < >. Ex, , Ocorrendo a igualdade 


(oz 


Zin = Da =| 25 < [E 
= Ef Es = Bl. 
a = 


Quando dois intervalos abertos Ļ e 1 tiverem um ponto em 
comum, terão também um intervalo comum e então Ev(x) < 
Lē (x) num intervalo, donde resulta < no final. 


5 


x 


Corolário. Seja X C [a,b] um conjunto de conteúdo nulo. Da- 
do € > O, existe uma partição P de [a,b] tal que a soma dos 
comprimentos dos intervalos de P que contêm algum ponto de X 
é< e. 


Com efeito, dado E > 0 existem intervalos abertos 1,...,Ilx 
tais que l U- --UIk D Xe LI; < £. Podemos escrever UL = UJ;, 
onde os intervalos abertos Jı são dois a dois disjuntos e L|J;| < e. 
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As extremidades dos Jı contidas em [a, b], juntamente com os 
pontos a e b, formam uma partição P de [a,b] como se requer 
no enunciado do corolário. 

Os conjuntos de conteúdo nulo gozam das seguintes pro- 
priedades, de demonstração imediata: | 


1. Se c(X) = 0, então X é limitado; 
2. Se c(X) =0 e Y C X, então c(Y) = 0; 
3. Se c(X1) =- -- = c{(Xn) = 0, então c(X1 U- -- U Xn) = 0; 


4. Se, para cada £ > 0, existem intervalos abertos l,..., Ik € 
um subconjunto finito F C X, tais que X-F C hU- Ukk 
elhl+---+Iikl < £, então c(X) = 0. 


Provemos a propriedade 4. Dado £ > 0, podemos obter um 
subconjunto finito FC X e intervalos abertos I4, ..., Ię tais que 
k € 
2 I| < 3 exXx-FchU---Ul,. Por outro lado, podemos 
j=1 : 
obter intervalos abertos ly,1,...,kh tais que F C Lay U- U Ihn 
a E n 
eS Ihl< 7º Segue-se que X C h U---UIne > IL|< e. Logo 
t+ j=l 
c(X) =0. i 
A propriedade 4 acima implica que, na definição de c(X) = 0, 
poderíamos ter utilizado intervalos fechados, sem alterar o sig- 
nificado do conceito. Com efeito, se X for coberto por um número 
finito de intervalos fechados, cuja soma dos comprimentos é < € 
então os intervalos abertos correspondentes têm igual soma dé 
comprimentos e deixam de cobrir no máximo um subconjunto 
finito de X formado por extremidades dos intervalos. 
Em particular, obtemos a recíproca do corolário acima: se 
X c [a,b] e, para cada £ > 0 existe uma partição P de [a, b], tal 
que a soma dos comprimentos dos intervalos de P que contêm 
pontos de X é < g, então, c(X) = 0. 
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Exemplos. 


12. Seja X = QN [a,b], com a < b. Trata-se de um conjunto 
enumerável que não tem conteúdo nulo. Com efeito, se fosse 
c(X) = 0, então, dado € < b— a, existiria uma partição P 
de [a,b] tal que a soma dos comprimentos dos intervalos de P 
contendo pontos de X seria < £. Ora, a soma dos comprimentos 
de todos os intervalos de Pé b— a. Logo alguns intervalos de 
P não conteriam pontos de X, isto é, números racionais, o que é 
absurdo. Segue-se que um intervalo [a, b], não-degenerado, não 
tem conteúdo nulo. 

13. Seja K C [0,1] o conjunto de Cantor. Tem-se aqui um con- 
junto não-enumerável cujo conteúdo é nulo. Com efeito, depois 
da n-ésima etapa da construção do conjunto de Cantor, foram 
omitidos intervalos abertos cuja soma dos comprimentos é 


1 2 4 Pap = 2N" 
atotao t o t pr -35 (3) =1- ($) ; 


A n-ésima etapa da construção de K fornece uma partição P de 
[0, 1] tal que os pontos de K estão contidos nos intervalos de P 
que não foram omitidos. Como a soma dos comprimentos dos 
intervalos de P é1, a soma dos comprimentos dos intervalos de P 


n 
que contêm pontos de K é (5) . Tomando n grande, podemos 


fazer esta soma tão pequena quanto se deseje. Logo c(K) = 0. 
[Estamos usando a propriedade 4 acima pois os intervalos da 
partição com os quais cobrimos K são fechados.! 

A oscilação de uma função limitada f: [a,b] > R num con- 
junto X C la, b] já foi definida como 


w(f; X) = sup f(X) — inf f(X) = sup{|f (x) — f(y)l;x,y € X} 


Evidentemente, X C Y > w(f;X) < w(f; Y). 
Definiremos agora a oscilação de f num ponto x € la, b]. 
Fixemos x, f e escrevamos, para cada ô > O, w(d) = os- 
cilação de f no conjunto {x — ô, x + ô) N l[a, b]. 


340 [CAP. tX: INTEGRAL. DE RIEMANN 


Sea<x<be dé suficientemente pequeno, então w(ô) = 
wlfilx—d,x+5)). Sex=acô<b-a, então w(ô) = 
wlfila,a+6)). Sex=beô<b-—a, então w(ô) = w(f; (b — 
5, bJ). 

Mantendo sempre f e x fixos, w(8) é uma função monótona 
não-decrescente de 5, definida num intervalo (0,509). Como f 
é limitada, a função ô m= w(ô) também é limitada. Existe, 
portanto, o limite 


w(f;x) = lim w(ô) = inf(w(5);6 > 0), 


que chamaremos a oscilação de f no ponto x. 

Sejam L(x) e L(x) respectivamente o limite superior e o limite 
inferior da função f no ponto x. Ao calcularmos estes limites não 
levamos em conta o valor de f no ponto x. Por isso não se tem 
w(f;x) igual à diferença L(x) — L(x). Entretanto o leitor pode 
verificar que w(f;x) é a diferença entre o maior e o menor dos 
3 números, L(x), L(x) e f(x). Ora, f é contínua no ponto x se, 
e somente se, esses 3 números são iguais. Logo f é contínua no 
ponto x se, e somente se, w(f;x) = O. Este fato é importante 
para o que se segue. Por isso lhe daremos uma demonstração 
independente. 


Teorema 16. Seja f: [a,b] > R limitada. A fim de que f se- 
ja contínua no ponto xo € [a,b] é necessário e suficiente que 
w(f; xo) = 0. 


Demonstração. Suponhamos f contínua no ponto xp € la, b]. 


Dado arbitrariamente € > 0, existe ô > Otal que x € (xo— ò, Xo+ 

5) Nn [a,b] > f(xo) — 5 < f(x) < f(xo) +35 => w(5) < e. Logo 

w{f; xo) = lim w(ô) = O. Reciprocamente, supondo w(f;xo) = 

— 

O, para todo £ > O dado, existe ô > 0 tal que w(ô) < £, ou seja 

x,y E (xo—5,xo+ô)Nla,b] => |f(x) — f(y)| < e. Em particular, 
€ [a,b], Ix— xo] < 6 = If(x) — f(xo)| < £. Logo f é contínua 

no ponto xo. 
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O próximo teorema diz que a oscilação x = w(f;x) é uma 
função semicontínua superiormente no intervalo [a,b]. Os co- 
rolários enunciam propriedades gerais das funções semicontínuas 
superiormente. 


Teorema 17. Seja f: [a,b] > R limitada. Dado xo € [a,b], 
para todo £ > O existe ô > O tal que x E [a,b], |x — xo] < ô > 
w(f;x) < w(f;xo) +. 


Demonstração. Resulta imediatamente da definição de 
w(f;xo) que, dado £ > 0, existe ò > O tal que a oscilação de f no 
conjunto X = (xo—5,xo +8) N [a, b] é menor do que w(f;xo)+e. 
Ora, para cada x € X, tem-se w(f;x) < w(f;X). Isto prova o 
teorema. 


Corolário 1. Se w(f;xo) < « então existe 6 > O tal que 
x E€ [a,b], Ix-xo)<ôd> wlf;x)< a. 

Com efeito, basta escrever « = w(f;xo) + £ e tomar o ô que 
corresponde a este £ pelo Teorema 17. 
Corolário 2. Para todo « > 0, o conjunto Es = (x €E la, b]; 
w(f; x) > «> é compacto. 


Com efeito, pelo Corolário 1, o complementar R—E, é aberto. 
Logo E« é fechado. Estando contido em [a,b], Es é limitado. 
Portanto é compacto. 


Corolário 3. Para todo n € N, seja xn € fa, b] elimx, =x. Se 
existir lim w(f;xn) = L será L < w(f;x). Em outros termos: 
N= 4 
lim w(f;xn) < w{f; lim xn). 
1 
Com efeito, se fosse L > w(f;x), tomaríamos € = = IL — 


w(f;x)] e teríamos L— e = w(f;x) + e. Pelo Teorema 17, para 
todo n suficientemente grande valeria w(f;xn) < w(f;x) +€, ou 
seja w(f;xn) < L — g, o que contradiz ser lim w(f,;xn) = L. 


Exemplo 14. Para a função f(x) = a (x Æ 0), f(0) = 0, 


a oscilação é dada por w(f;x) = 0 se x Æ 0 e w(f;0) = 2. Se 
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P., 
se — é irredutível com 


; , p 1 

x) = O para x irracional, — ) = — 

She) E ? © q q 

q > 0 e g(0) = 0, então a oscilação é w(g; E g(x) para todo 

x €R. Se h(x) = 0 para x racional e h(x) = 1 para x irracional 
então w(h;x) = 1 para todo x € R. 


Teorema 18. Seja f: [a,b] >R limitada. Se w(f;x) < € para 
todo x € [a,b], então existe uma partição P de [a,b] tal que 
wi = M;i — m; < £ em todos os intervalos [t; 1,t;] da partição. 


Demonstração. Pela definição de oscilação, cada x € [a,b] 
está contido num intervalo aberto Iy tal que a oscilação de f 
em Í, N [a,b] é inferior a e. Da cobertura [a,b] C UI, ex- 
traímos, pelo Teorema de Borel-Lebesgue, uma subcobertura 
finita [a,b] C Ix, U -+ U ixn- Os pontos a, b, juntamente com 
as extremidades dos intervalos Ix, que pertençam a [a, b], deter- | 
minam uma partição P com as propriedades requeridas. 


Teorema 19. Uma função limitada f: [a,b] > R é integrável 
se, e somente se, para todo d > 0, o conjunto Es = (x € 
[a, b]; w(f;x) > 5} tem conteúdo nulo. 


Demonstração. Seja f integrável. Dados ô > 0O e£ >Q, 
existe uma partição P de [a,b] relativamente à qual se tem 
Zwi. (ti — ti) < £-8. Se um intervalo [ti_;, ti] de P contém 
algum ponto de Es em seu interior, então a oscilação de f nesse 
intervalo é > 6. Se, na soma Lw;(ti — t;-1), nos restringirmos 
às parcelas correspondentes aos intervalos que contêm pontos de 
Es em seu interior, obteremos a relação ô- L(t;— ti ,))<€e-de, 
portanto, a soma dos comprimentos dos intervalos de P contendo 
algum ponto de Es em seu interior é L(t/— ti ,) < E. Estes in- 
tervalos podem não cobrir Es, mas deixam de fora no máximo 
os pontos de P, que são em número finito. Logo c(Es) = 0. Re- 
ciprocamente, seja c(Es) = O para todo é > 0. Dado £ > 0, 
tomemos ô = £/2(b — a). Pelo corolário do Lema 7, existe uma 
partição Po de [a,b] tal que a soma dos comprimentos dos in- 
tervalos de Po que contêm algum ponto de Es é menor do que 
e/2(M—m), onde M = supfem = inf f. Os intervalos restantes 


Lo e Ca 
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podem ser subdivididos (veja o Teorema 18) de modo a se obter 
uma partição P (refinando Po) com w; < ô nos intervalos que 
não contêm pontos de Es. Relativamente a P, podemos escre- 
ver Lwi: (ti — t1) = Ewifti— ti) + Ewy- (të — ti) onde 
o primeiro somatório refere-se aos intervalos de P que contêm 
pontos de Es. Então wi < M—m c (ti — ti) < £/{M— m). 
Logo o primeiro somaro é < £/2. O segundo somatório corres- 
ponde aos intervalos de P que não contêm pontos de Es. Neles, 
wf < de, portanto, o somatório é < 8- (b — a) = £/2. Assim 
Zwi- (ti — ti-1) < € e f é integrável. 

Para obter a forma definitiva de caracterizar as funções inte- 
gráveis, indroduziremos a noção de conjunto de medida nula. 


Diremos que um conjunto X C R tem medida nula (à Le- 
besgue) e escreveremos m(X) = 0, quando, para todo € > 0, 
for possível obter uma coleção enumerável de intervalos abertos 
1,b,..,1ly-.. tais qe XChU--ULU...e a Hal < e. 


n=l 
Em particular, se X tem conteúdo nulo, então m(X) = 0. 


Valem as seguintes propriedades: 
(1) Sem(X) =0 e Y C X, então m(Y) =0; m(0) =0; 
(2) Se X é compacto e m(X) = 0, então c(X) = 0; 


(ea SeY =X U---UXnU..., onde m(X) =---=m(X,) = 
- = 0, então m(Y) = 0. Em palavras: uma reunião 
enumerável de conjuntos de medida nula tem medida nula. 


Provemos Par Dado £ > 0 podemos, para cada n, escrever 


Xn C dm U- f Inj U... onde os lj o intervalos abertos tais 
que E [Ly] <a o que Y C y Inj » onde 2 2 Inl < 
=l nj=1 j 


e Logo m(Y) = 0. 


Em particular, como um ponto tem medida nula, todo con- 
junto enumerável tem medida nula. Assim, por exemplo, 
m(Q) = 0 e, com maior razão, os números racionais contidos 


| 
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num intervalo [a, b] formam um conjunto de medida nula, o qual, 
como sabemos, não tem conteúdo nulo. 


(4) Se, para cada £>0, existem intervalos abertos 1y,...,In,... 
e um subconjunto enumerável E C X tais que X—- E C 
HU- UIU... e Éji] < €, então m(X) =0. 


A demonstração de (4) é análoga à da proposição semelhante 
para conjuntos de conteúdo nulo. 

Segue-se de (4) que, ao definirmos conjuntos de medida nula, 
poderíamos ter usado intervalos fechados, sem que isto alterasse 
o conceito definido. Com efeito, se X C JU- UJn U..., onde 
os Jn são intervalos fechados com XL|Jn| < £, então, pondo In = 
interior de Jn e E = conjunto das extremidades dos Jn, temos 
X- E cuUL,, E enumerável e |L,| = ||, donde Elin] < e. 


Teorema 20. Para que uma função limitada f: [a,b] —> R seja 
integrável, é necessário e suficiente que o conjunto D dos seus 
pontos de descontinuidade tenha medida nula. 


Demonstração. Com a notação do Teorema 19, temos 


Daes] Ei 
ô>0 nEN 
Se m(D) = 0, então, para cada ô > 0, o conjunto compacto Es 
tem medida nula e, portanto, conteúdo nulo. Pelo Teorema 19, 
f é integrável. Reciprocamente, se f é integrável então, ainda 
pelo Teorema 19, para cada n € N, o conjunto E, tem con- 
teúdo nulo, e, portanto, medida nula. Segue-se que D é reunião 
enumerável de conjuntos de medida nula e, portanto, m(D) = 0. 


Corolário 1. Sef, g: [a,b] > R são integráveis então o produto 
f- g é integrável. Se, além disso, f(x) £0 para todo x E la, b] e 
1/f é limitada, então 1/f é integrável. 


Corolário 2. Seja f: [a,b] — R limitada. Se o conjunto dos 
seus pontos de descontinuidade é enumerável, então f é inte- 
grável. Em particular, se existem os limites laterais de f em 
cada ponto de [a,b] então f é integrável. Mais particularmente 
ainda, se a função limitada f é monótona, então é integrável. 
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7 Logaritmos e exponenciais 


Seja a um número real maior que 1. Tradicionalmente, define- 
se o logaritmo de um número real x > 0, na base a, como o 
expoente y, a que se deve elevar a base a para obter x. Ou 
seja, logax = y & q? =x. Em outras palavras, a função 
loga: Rt > R é definida como a inversa da função exponencial 
y = a”. Esta definição requer, portanto, o trabalho prelimi- 
nar de estabelecer o significado e as propriedades das potências 
a”, onde o expoente y é um número real qualquer. Isto pode 
ser feito rigorosamente, (veja o Exercíco 12, Cap. VI) mas é 
mais simples definir primeiro os logaritmos e, a partir destes, 
a exponencial, como faremos aqui. As propriedades de ambas 
funções são provadas bem mais facilmente. Além disso, a defi- 
nição de logaritmo por meio de integral, ou seja, como uma área, 
deixa imediatamente disponível a intuição geométrica, a partir 
da qual podemos perceber e provar desigualdades. Mesmo em 
nível elementar, sem pressupor conhecimento algum de Cálculo, 
podem-se estudar logaritmos desta maneira. Veja, por exemplo, 
a monografia do autor citada na bibliografia. 

Seja R* o conjunto dos números reais positivos. Definiremos 
a função real log: R? > R pondo, para cada x > 0, 


x] 
logx = | — dt. 
ıt 
O número log x será chamado o logaritmo natural de x ou, sim- 
plesmente, o logaritmo de x. Note-se enfaticamente que log x 
não está definido para x < 0. 
Lembremos a convenção sobre os extremos do intervalo de 


a b a 
integração: | f=0e | f= -f f. Temos pois: 
a a b 


log1=0 e logx<0 quando 0O<x<1. 


Evidentemente, quando x > 1, logx > O por ser a integral 
da função positiva 1/t no intervalo [1,x]. 
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Segue-se ainda diretamente da definição que log: R? — R 
é uma função monótona crescente e, com efeito, derivável, com 


(log)'(x) = ++ 


1 e 
Portanto, (log)“(x) = = etc. Vemos que log é infinita- 


mente derivável, ou seja log € C”, 


log x é a área da região hachurada 


Quando x > 1, logx é a área da “faixa de hipérbole” Hj = 
{[(t,y) E R31 <t<x,0<y<1/t}. Quando O<x<1, logx 
é a área da faixa H? com o sinal trocado. 

A propriedade fundamental dos logaritmos é dada pelo 


Teorema 21. Sejam x, y números positivos. Tem-se log(xy) = 


log x + logu. 
XY dt X dt XY dt 
Demonstração. Temos log(xy) =Í — =| — +f = 
, t 1 t x t 
logx + IN dt 
og x —. 
x t 
*Y dt 
Resta apenas mostrar que TE logy. Ora, quando s 


x 
varia de 1 a y, o produto xs varia de x a xy. Assim a mudança 
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* dt Y xds Y ds 
de variável t = xs, dt = xds nos dá | — = | | 


E 1 SX 


logy, o que demonstra o teorema. 


Corolário 1. Seja x > 0. Para todo número racional r, tem-se 
log(x') =7 -logx. 


Consideremos primeiro um número natural n. Segue-se dire- 
tamente do Teorema 21 que log (x") =n.-log x. Como x".x" = 
1, temos O = log] = log(x" . x") = log(x") + log(x) = 
n-logx+log(x”") e, portanto, log(x") = —n.-logx. Fica esta- 
belecido o corolário quando r € Z. No caso geral, temos T = p/q, 
com p e q inteiros. Por definição, temos (x?/1)1 = xP. Usando 
o que já foi demonstrado até aqui, vem p - logx = log(x?) = 
logl(x?/)] = q -log(x?/3). Segue-se que log(x?/9) = X log x. 
Isto termina a demonstração do corolário. 


Antes do próximo corolário, lembremos que, se X, Y são sub- 
conjuntos de R, um homeomorfismo f: X — Y é uma função 
contínua, bijetiva, cuja inversa f~}: Y — X também é contínua. 
(veja Capítulo VII, 88 3 e4.) 


Corolário 2. A função log: R* > R é um homeomorfismo de 
Rº* sobre R. 


Com efeito, log é contínua e crescente (donde injetiva). Pe- 
lo Teorema 13 do Capítulo VII, a inversa de log é contínua no 
intervalo onde for definida. Portanto, resta somente mostrar 
que log é sobrejetiva. Como a imagem de log é um intervalo 
(Corolário 2 do Teorema 12, Capítulo VII), basta que prove- 
mos que lim logx = +00 e que limlogx = —co. Ora, temos 

x= +o x0 
log(2”) =n.- log 2. Segue-se que dim log(2”) = +00. Como log 
é crescente, isto já nos dá imo log x = +00. Considerando 27”, 
n € N, obtemos o outro limite. 

O corolário acima diz que todo número real y é logaritmo de 
um único número real x > 0 e que a correspondência y > x é 
contínua. Juntamente com o Teorema 21, isto significa que log 
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é um isomorfismo contínuo do grupo multiplicativo R* sobre o 
grupo aditivo R e seu isomorfismo inverso também é contínuo. 

O Exercício 33 abaixo estabelece que os únicos homomorfis- 
mos contínuos f: R* > R são os da forma f(x) = c - logx, com 
c € R constante. 

A bijetividade de log implica, em particular, que existe um 
número real positivo cujo logaritmo é 1. Tal número é indicado 
pelo símbolo e. Ele é a chamada “base” dos logaritmos naturais. 
Sua definição é a igualdade: | 


loge = 1. 


! l 1 ; 
Mostraremos, logo mais, que e = lim {1+— | , ou seja, 
n 


T300 
que e coincide com o número introduzido nos Exemplos 8, 9 e 
16 do Capítulo IV. 
Definimos a função exponencial exp: R — R* como sendo a 
inversa da função logaritmo. Assim, por definição, 


exp(x) =y & logy =x. 


Em particular, exp(logy) = y e loglexp(x)] = x. As pro- 
priedades do logaritmo nos dão imediatamente o 


Teorema 22. A função exponencial é uma bijeção crescente de 
R sobre R*. Ela é infinitamente diferenciável, com (exp)'(x) = 
exp(x). Além disso, para x,y € R quaisquer, vale exp(x +y) = 
exp(x) - exp(vy). Para todo r racional tem-se exp(r) = e”. 


Demonstração. Como exp: R > R* foi definida como a in- 
versa de uma bijeção crescente, ela goza também destas pro- 
priedades. Além disso, pela regra de derivação da função in- 
e para e x € R, com exp(x) = y, temos (exp)(x) = 
Cog)(y) 1/y 

exp é a própria função exp. Por conseguinte, ela é uma função 
de classe C®. Para provar que exp(x + y) = exp(x) - exp(y), 
sejam x’ = exp(x) e y’ = exp(y). Então x = log x”, y = logy’. 


y = exp(x). Assim, a função derivada de 
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Daí, exp(x+y) = exp(logx'+logy”) = expllog(x'y)] = x-y’ = 
exp(x) - exp(y). Analogamente, se r é racional, o Corolário 1 do 
Teorema 21 fornece: exp(r -x) = exp(r -logx”) = expllog(x)"] = 
(x) = [exp(x)]". A igualdade log e = 1 dá exp(1) = e. Fazendo 
x = 1 na relação acima demonstrada, obtemos exp(r) = e” para 
todo r € Q. 


Temos ainda: lim exp(x) = +oo e lim exp(x) = 0. Estes 
x—+oo x—-—oo 
fatos decorrem imediatamente dos limites análogos para log. 
A igualdade exp(r) = e” quando r é racional, juntamente 
com a relação exp(x + y) = exp(x) - exp(y), nos indicam que 


exp(x) se comporta como uma potência de base e e expoente x. 
Escreveremos, portanto, 


exp(x) = e* 

e com isto daremos significado a uma potência de e com expoente 
real qualquer. 

Com a nova notação, temos et! = e*. eY, =], e™ = 
Vet, x<ysSe<e!, log(e”) =x e elex =x, 

Na figura abaixo, apresentamos os gráficos das funções 
y =logx ey = e*. Como essas funções são inversas uma da ou- 
tra, seus gráficos são simétricos relativamente à diagonal y = x. 


Estes gráficos nos indicam que, embora ambas as funções, e* 
e logx, tendam para +00 quando x — +00, a exponencial cresce 
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muito rapidamente, enquanto que o logaritmo tem um crescimen- 

to bastante lento. Com efeito, vimos no Exemplo 19, Capítulo 

p(x) _ Rê 
ex 

que comprova a rapidez do crescimento exponencial. Daí se pode 

deduzir a lentidão do crescimento logarítmico, mas preferimos 

proceder diretamente. 


VIII, que, para todo polinômio p(x), temos lim 
x-s-+oo 


logx 


0. 


Teorema 23. .lim 
x—+oo X 


Demonstração. Pelo Teorema do Valor Médio, para todo x > 1 
existe c, com | < c < xelogx=lgx-—logi =-(x-— 1). 
Portanto, logx < x para todo x > 1. Em particular, para x > 1 
vem 0 < log(x!/2) < x!/2, Como log(x!2) = A logx, elevando 
ao quadrado a última desigualdade, obtemos 0 < fog xl <xe 


dar ia EX 


< 


ER para todo x > 1. O Teorema 23 segue-se 
imediatamente. 


Corolário. lim[x-logx] = 0. 
x50 


Com efeito, pondo x = 1/y, vem 


limix - log x] = lim 
x=50 Y> yY y-s00 


est im [884] so 
Yy 


Se c e k são constantes reais, a função f(x) = c- e™* tem 

7 como derivada f(x)=k-c-e& =k. f(x). Esta propriedade de 
possuir uma derivada proporcional a si própria é responsável pelo 
interesse da função exponencial nas aplicações. Mostraremos 
agora que tal propriedade é exclusiva das funções do tipo acima. 


Teorema 24. Seja f: R — R uma função derivável tal que 
f'(x) = k- f(x) para todo x E R. Se, para um certo xo E R, 
tem-se f(xo) = c então f(x) = cektr-xo), 


Be 
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Demonstração. Consideremos q: R > R, definida por q(x) = 
f(x)-e-kix-x0) Temos q'(x) = f'(x) e*l (xxo) k: f(x) e70) = 
0. Logo q é constante. Como q(xo) = c, segue-se que p(x) =c 
para todo x, o que demonstra o teorema. 


Definiremos agora a potência a*, onde x é um número real 
qualquer e a > 0. Faremos isto de modo que seja válida a 
fórmula log(a*) = x - loga. 

A melhor maneira de conseguir isto é tomar a própria igual- 
dade acima como definição. Ou seja, diremos que a* é o (único) 
número real cujo logaritmo é igual a x-log a. Em outras palavras, 
pomos, por definição, a* = exlesa, 

Para cada a > 0 a função f: R > R, definida por f(x) = a*, 
goza das propriedades esperadas. 


TRE 3 : ; P 
A primeira delas é que, para x racional, digamos x = q , com 


q > 0, f(x) = aP. Com efeito, f(x) = e/a bsa — eog Va — 
o pelo w 1 do Teorema 21. 

Tem-se at! = q*. a”, donde af = 1 e a™% = 1/a*. Vale 
ainda (0)? = q, 

A função f: x = a* é derivável, com f'(x) = a*-log a. Segue- 
se que f é de classe C. A derivada de f é positiva se a > 1 
e negativa se a < 1. Logo f é crescente no primeiro caso e 
decrescente no segundo. Se a = 1, então f é constante. 


Quando a > 1 temos lim a* = +o0 e lim a* = 0. Se 
x—+oo X——00 


a < 1, os valores destes limites são trocados. Em qualquer 
desses casos, f: x > a* é uma bijeção contínua de R sobre RY. 
A função inversa indica-se com loga: R? — R. Seu valor log, (x), 
num ponto x > 0, chama-se o logaritmo de x na base a. 


Assim loga(x) = y & a” = x. Retomamos a definição 
clássica. i 

Quando a = e, log,x = logx coincide com o logaritmo 
natural. 


Para todo x > 0, temos 


elx =%x= qlºga x Es glBa x-log a 
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e, daí, logx = log, x - log a, donde concluímos: 


l 
loga x = Eca 


log a 
Esta é a relação entre o logaritmo de base a e o logaritmo natural. 
Dela resultam propriedades para log, x análogas às de log x. Por 


exemplo: loga(xy) = logyx + logay. Ou então, a fórmula da 
derivada: 1 


l TD Å + 
(loga) (x) = ora 
Para finalizar, mostraremos que lim (1 +x) =e. 


Começamos lembrando que a derivada da função log x é igual 
a 1/x. No ponto x = 1, esta derivada vale 1. Isto significa que 


lim log(1 Ex) +x) =, 
x50 xX 
ou seja, lim log[(1+x)!/*]=1. Como (1+x) *= exp{logl(1 +x), 
x— 
vem: lim(1 +x)'* = e. 
x50 | 
Pondo y = z’ vemos que 


1? l 
lim (1 + 5) =e. 
y—oo yY 


Em particular, se n € N: 
. TN 
lim (1 + 5) =e. 
nao n 


Exercícios 
—b 


1. Seja f: [a,b]. > R limitada. Prove que | f(x) dx 


< 


—b N 
Hf(x)| dx. Dê um exemplo mostrando que uma desigual- 


a 
dade análoga não vale para integrais inferiores. 
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2. Seja f: [a, b] — R integrável. As seguintes afirmações são 
equivalentes: 


b 
1 | If(x)l dx = 0 
2. Se f é contínua no ponto c então f(c) = O; 


3. X= {x € [a, b]; f(x) # 0} tem interior vazio. 


3. Seja f: la, b] — R contínua. Se f não é identicamente nula, 


então j Fil) dx > 0. 


4. Dê exemplo de uma função integrável que seja descontínua 
num conjunto infinito. 


5. Sejam f,g: [a,b] — R contínuas, com f(x) < g(x) para 
todo x € la, b]. Defina q: [a,b] > R, pondo q(x) = f(x) 
se x for racional e p(x) = g(x) para x irracional. Prove 
-que 


[oc ax = [ ft dx e et ax = [o dx. 


a a a 
Conclua que q é integrável se, e somente se, f = g. 
6. Seja f: [a,b] — R não-negativa, limitada. Prove que 


b b 
| f(x) dx = sup | E(x) dx, onde E percorre o conjunto 
Ja & Ja 


das funções-escada tais que (x) < f(x) para todo 
x € [a,b]. Mostre que um resultado análogo vale se tomar- 
mos č, contínua ou É integrável (mantendo-se sempre a 
hipótese E(x) < f(x) para todo x em Ta, b]). 


7. Sejam f: [a,b] > R contínua, q: ito — £, tọ + e) — la, b] 
derivável e c € [a, b]. Prove que as afirmações a seguir são 
equivalentes: 


A. q'(t) = f(ọ(t)) para todo t € Ja, b] e q(to) = 
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10. 


11. 


12. 


13. 
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t 
B. q(t)=c +Í f(ọ(s)) ds para todo t € la, b]. 
to 
Seja f: R — R derivável, tal que f(0) = O e, para todo 
x € R, vale f'(x) = [f(x)P. Mostre que f(x) = O para todo 
xER. 


. Dê exemplo de uma função não-integrável que possua 


primitiva. [Sugestão: Ache uma função f, derivável em 
[—-1, +1], com f’ ilimitada.] 


Sejam f, g: [a,b] — R funções integráveis. Pontilhemos 
cada partição P de duas maneiras diferentes, escolhendo 
em todo intervalo [t; 1, ti] um ponto E e um ponto ni. 
Mostre que 


n b 


jm, DE (nota — ton) — | t(x)g(x) ax 


IPO a 


Seja f: [a,b] — R integrável e g: [c,d] > R monótona 
com derivada g’ integrável. Se 


g(d) 


a 
g(le, d)) c la, b], então | f(x) x=] f(g(t))g'(t) dt 
g , 


c 


(c) 


Se f: [0,2] — R e g: |-1,] — R são integráveis então 


2 T 
| (x— 1) -flix— 1) de =0— | g(senx) - cosx dx. 


[0] (0 


Se f: [a,b] — R possui derivada integrável, ponha 


+b 
m = 5 eè prove que 


2 b 
fla) + f(b) = l [f(x) + (x — m)f'(x)] dx. 
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14. 


14a. 


15. 


16. 


Sejam f,g: [a, +00] — R contínuas e K > O tal que 
ai : 


| f(x) ax < K para quaisquer c, d € [a, +00). Seg € C! 
c 


é decrescente, com lim g(x) = 0, prove que existe o limite 
Xx— 00 


| f(x)g(x) dx = lim | f(t)g(t) dt (integral imprópria). 


a a 


[Sugestão: Critério de Cauchy. Mostre que Y£ >03A>a 
d 
tal que A < c < d > f(x)g(x)dx| < £. Para estimar 


c 
esta integral, use o item C do Teorema 12.] 


Considerando funções escada convenientes, mostre que o 
Critério de Dirichlet (Teorema 21, Capítulo IV) é con- 
seqüência do Exercício 14. 


f 
A integral imprópria | (senx/x) dx é convergente mas não 
X 
converge absolutamente, isto é, pondo F(x)= j |sen x/xj| dx, 


0 
temos lim F(x) = oo. 

X—00 
Para cada inteiro p, com O < p < n, escreva (1 — t)” = 
(1—+)"-P(1 —t)P na expressão do resto Rn+1 da fórmula de 
Taylor como integral (veja o Teorema 13). Obtenha então 


(1—0) P fD (a + 8h) 
n!(p +1) 


Rn = ani 0<0<1. 
Tomando p = n, reobtenha o resto de Lagrange e, fazendo 
p = 0, ache o resto de Cauchy: 

1-0" 4M+D(a--0h) 


Rss 1 
Raw Raia see en mes ema À 


Pondoat+h=bea+0h = E,oresto de Cauchy se torna 


fet (E) 


Ruy = Tae (b—-E)(b—a), ondea<E<b. 
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18. 


19. 


20. 


21. 


22. 
23. 
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Use o resto de Cauchy no desenvolvimento de Taylor de 
f(x) =(1+x)*, « É N, para mostrar que a série de Taylor 
de f em torno do ponto 0, converge para f(x) desde que 
—1 <x < 1. (“Série do Binômio”.) 


Seja f: [a,b] — R limitada. Prove que f é integrável se, e 
somente se, existe um número real I com a seguinte pro- 
priedade: para todo £ > 0, pode-se obter uma partição P. 
de [a,b] tal que |Z({f; Q*) — I| < £ seja qual for a partição 
pontilhada Q* com Q D Pe. 


Diz-se que uma função f: R > R é localmente limitada 
no ponto x quando existe £ > O tal que fl(x — e,x+ E) é 
limitada. Prove que o conjunto dos pontos x € R onde 
f é localmente limitada é aberto. Mostre que se pode 
definir a oscilação de f nos pontos onde esta função é lo- 
calmente limitada. Prove que o conjunto dos pontos onde 
uma função arbitrária f: R — R é contínua é uma in- 
terseção enumerável de abertos. Usando o Teorema de 
Baire (Exercício 54, Capítulo V), conclua que nenhuma 
função f: R — R pode ter Q como o conjunto dos seus 
pontos de continuidade. 


Seja f: [a,b] — R uma função limitada. Indiquemos com 
w(x) a oscilação de f no ponto x € [a,b]. Prove que 
=b b : =b 


f tœ dx — | f(x) dx = | ota dx. 


=a 


Se um intervalo I tem medida nula, então I reduz-se a um 
ponto. l 


Todo conjunto de medida nula tem interior vazio. 
Dadas f, g: [a,b] > R integráveis, seja X = {x € [a,b]; 
f(x) Æ g(x)}. Se X tem medida nula então 


f f(x) dx = E g(x) dx. 


a a 
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24. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


Dê exemplo de duas funções limitadas f, g: [a, b] > R, tais 
que o conjunto X = (x € la, b]; f(x) + g(x)) tenha medida 
nula, f seja integrável e g não seja. 


. Se f: [a,b] > R é lipschitziana (em particular, se f € C!) 


e Xc [a,b] tem medida nula, então f(X) tem medida nula. 


Seja K o conjunto de Cantor. Dê exemplo de uma função 
monótona contínua f: [0,1] — [0,1] tal que f(K) não tenha 
medida nula. (Veja o Exercício 17, Capítulo VII.) 


Verifique que, a partir do item 4 do Teorema 4, todas as 
afirmações do texto, no sentido de que uma certa função é 
integrável, podem ser obtidas como consequências do Teo- 
rema 20. 


Dadas f, g: la, b] > R defina as funções fAg e fV g pondo 
(FA g)(x) = mintf(x), g(x)) e (fV 9)(x) = maxtf(x), g(x)} 
para todo x € [a,b]. Prove que se f e g são integráveis 
então f ^g e f V g são integráveis. Conclua que uma 
função é integrável se, e somente se, sua parte positiva e 
sua parte negativa são integráveis. (Veja Capítulo IV, 87.) 


v 
Seja g > O integrável. Se | g(x)dx.= 0 então 


b a 

| f(x)g(x)dx = 0, seja qual for f integrável. 

Dada f: [a,b] — R, para cada partição P = {tọ,..., tn} de 
n 

la, b], seja V(f;P) = 5 |f(ti)—f(ti-1)|. Quando o conjunto 
i=] 

{V(f; P); P = partição de la, b]} for limitado, diz-se que f 

é uma função de variação limitada e escreve-se V? (f) = 

sup V(f;P). O número V}?(f) chama-se a variação total de 

P 3 
f no intervalo [a,b]. O significado intuitivo de V}? (f) é o 


comprimento total do caminho percorrido por f(t) quando 
t cresce de a até b. Prove: 
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1. Toda função lipschitziana é de variação limitada; 
2. Toda função monótona é de variação limitada; 


3. Se f e g são de variação limitada, o mesmo ocorre com 
f+g, f-gelfl; 

4. Seja f contínua de variação limitada. Para todo £ > 0, 
existe ô > O tal que |P| < 6 => |V(f; P) — V? (f)| < e; 


5. Se f possui derivada contínua, então f é de variação 


b 
limitada e V? (f) = | If'(t)| dt. 


a 


1 
Seja f: 10,1] — R definida por f(x) =x - sen x Se xO0e 
f(0) = O. Mostre que f embora sendo contínua, não possui 
variação limitada. [Sugestão: use o fato de que as reduzidas 


da série 5 — não formam um conjunto limitado.) 
n 


Seja f: [a,b] — R. Para cada partição P de [a,b], 

indiquemos com (tí ,,t/) os intervalos de P nos quais 

f(ti,) < f(t;) com (ti, ti) os intervalos onde f(t/,) > 

f(t). Escrevamos V*(f,P) = Ilf (t/)—f(ti_)] e V- (f; P) = 

EH) — ftl, VM = sup VHf P) e Vo) = 
P 


sup V (f; P). Estes números chamam-se a variação posi-. 
P 


tiva e a variação negativa de f em [a, b]. Prove 


1. VL(f) = VR(f)t Mn: 


2. As funções q,E: [a,b] > R, definidas por ọ(x) = 
Vž({f)* e &(x) = VA(f)” são não-decrescentes; 


3. f(x) — f(a) = VA) — Vet); 


4. Uma função é de variação limitada se, e somente se, 
é diferença entre duas funções monótonas; 


5. Toda função de variação limitada é integrável. 
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33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


4i. 


42. 


Seja f: Rt — R contínua, tal que f(x - y) = f(x) + f(y) 
para x,y € Rt quaisquer. Prove que existe c € R tal que 
f(x) = c- logx. 


x 
Mostre que lim ( + =) = et, 
X-—00 xX 
Prove que lim x* = 1, limx8+) =1 e limilogx-log(x -+ 
`] 0 x0 x—0 x0 
1) = 0. ' 


Seja f: R — R contínua tal que f(x+y) = f(x)-f(y). Prove 
que f(x) = a* (a € R?) ou f(x) = 0 para todo x E€ R. 


Prove que lim n(Va— 1) = loga para todo a > 0. 
n—00 
Mostre que 
n+l pe n 
lim [H + in+1) =e, 
noo noti 


Se g: [c, d] > R é contínua e f: [a,b] — fc, d] é integrável 
então g o f: la, b] > R é integrável. 


Se f: [a,b] — [c,d] é de classe C!, com f'(x) £ O para 
todo x €E la, b], e g: le, d] > R é integrável, então g o f é 
integrável. 


Se X C R tem conteúdo nulo, o mesmo ocorre com seu 
fecho. Em particular, X tem interior vazio. E se X tem 
medida nula? 


Seja Q = [r1,72,...,Tn,... |) uma enumeração dos racionais. 
Para n,i € N arbitrários, seja Ju o intervalo aberto de 


centro r; e comprimento 1/2". Pondo An = Ulm e 
1€N 
A= N An, mostre que A tem medida nula e R=AU(R—A) 
neN 
é uma decomposição da reta como reunião disjunta de um 
conjunto de medida nula com um conjunto “magro” (isto 


é, reunião enumerável de fechados com interior vazio). 
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44. 


45. 


EXERCÍCIOS 


. O conjunto dos pontos de descontinuidade de uma função 
integrável tem medida nula porque é reunião enumerável 
de conjuntos de conteúdo nulo. Caberia indagar se todo 
conjunto X C R de medida nula é dessa forma. Mostre que 
o conjunto A do Exercício 42 não é reunião enumerável de 
conjuntos de conteúdo nulo. 


Dada uma sequência de intervalos abertos In , contidos em 
[0, 1], se LILA] < 1 então o conjunto fechado F = [0,1] -UL, 
não tem medida nula. 


Veja, na página 356 do volume 2, a construção de X, o “con- 
junto de Cantor com medida positiva”. Defina um homeo- 
morfismo h: [0,1] — [0,1] tal que h(X) = K (verdadeiro 
conjunto de Cantor). Em seguida considere g: [0,1] 5R, 
a função característica de K. Mostre que g oh não é inte- 
grável, embora g seja integrável e h seja contínua. 


Capítulo X 


Sequências e Séries de 
Funções 


Tendo estudado, no Capítulo IV, seqüências e séries de núme- 
ros reais, consideraremos agora as sequências e as séries cujos ter- 
mos são funções. Certos problemas importantes na Matemática 


visam a determinar funções satisfazendo a certas condições dadas. 


(Por exemplo, problemas que se reduzem a um sistema de equa- 
ções diferenciais.) Uma das maneiras de abordar tais problemas 
consiste em obter funções que satisfazem as condições apenas 
aproximadamente, com erro cada vez menor, e depois “passar ao 
limite”. É de se esperar que a “função-limite” seja uma solução 
exata do problema. Isto nos dá uma primeira idéia sobre o in- 
teresse da noção de limite de uma segiuência de funções. Quando 
_ cada função da seqiiência é obtida somando-se à anterior uma 
função conhecida, temos o importante caso particular de uma 
série de funções. 

Ao contrário das sequências de números reais, para as quais 
existe uma única noção de limite, há várias maneiras diferentes 
de definir a convergência de uma segiiência de funções. Estu- 
daremos aqui a convergência simples e a convergência uniforme. 

Depois de estabelecer as principais propriedades do limite 
uniforme, estudamos detalhadamente o importante caso particu- 
lar das séries de potências. Como aplicação, apresentamos uma 
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exposição breve das funções trigonométricas. Em seguida, re- 
tomamos a noção de função analítica, abordada ligeiramente no 
Capítulo VIII, e a examinamos com mais profundidade. Outro 
tópico importante que apresentamos neste capítulo é a idéia de 
equicontinuidade. O Teorema de Ascoli-Arzelá é demonstrado. 


1 Convergência simples e convergên- 
cia uniforme 


Seja X um conjunto de números reais. De acordo com as 
definições gerais, uma sequência de funções fr: X — R é uma 
correspondência que associa a cada número natural n € N uma 
função fn, definida em X e tomando valores reais. 

Diz-se que a segiiência de funções fn: X — R converge 
simplesmente para a função f: X — R quando, para cada 
x € X, a sequência de números (fi (x), fa(x),...,fn(x),...) con- 
verge para o número f(x). Ou seja, para todo x € X fixado, 
tem-se lim fa(x) = f(x). 

N-300 

Para exprimir esta situação, diz-se que “fn converge sim- 
plesmente para f em X”. Ou, mais resumidamente: fa — f 
simplesmente, em X. 

A convergência simples às vezes também se chama conver- 
gência ponto a ponto ou convergência pontual. 


Exemplos. 


1. Dado o conjunto X C R, sejam (an) uma segiência de 


números reais com lim q, = a, e g: X — R uma função. Pode- 
noo 


mos considerar a sequência de funções fn: X — R, definidas por 

fn{x) = an - g(x) e a função f: X > R, dada por f(x) = a - g(x). 

Para cada x € X temos lim fn(x) = lim [an : g(x)]] = a - g(x) = 
sik z Ti— oo - naow 

f(x). Logo a seqüência de funções f, = an - g converge simples- 

mente em X para a função f = a-g. Como caso particular, vemos 

que a sequência de funções fn(x) = - converge simplesmente, 
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em toda a reta, para zero (isto é, para a função identicamente 
nula f: R >R). 


Para cada xe R, a segiência de números f(x)=— 
converge a zero. 


2. Seja a sequência de funções fa: [0,1] — R, definidas por 
fa(x) = x" (n = 1,2,3,...). Então (fn) converge simplesmente 
para a função f: [0,1] > R, dada por f(x) =0se0<x<l1le 
f(1) = 1. Com efeito, para cada x €E [0,1) temos im x = 0, 


enquanto lim 1” = 1. 
n 00 


1 


, A figura mostra os gráficos das funções fa (x) = x” no interva- 
lo [0,1]. Qualquer reta vertical levantada de um ponto x € [0, a) 
corta esses gráficos numa sequência de pontos cujas ordenadas 

“convergem monotonamente para zero. No ponto x = 1, temos 
fall) = 1 para todo n. 
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3. A segiiência de funções fn: [0,27] > R, definidas por f(x) = 
cos(nx) não converge simplesmente para função alguma. Com 
efeito, tomando, por exemplo, x = m, temos f(x) = (—1)”, logo 
não existe lim f(x). 

X-—+00 


Dizer que fn — f simplesmente em X significa que, fixado 
arbitrariamente um ponto x € X, os gráficos das funções fn in- 
tersectam a vertical levantada pelo ponto (x, 0) numa seqiiência 
de pontos cujas ordenadas convergem para f(x). Coletivamente, 
porém, os gráficos das fn podem ser bem diferentes do gráfico de 
f e mesmo nunca se aproximarem dele. Veja o Exemplo 2 acima. 
Isto é ainda mais flagrante no Exemplo 4, a seguir. 


Exemplo 4. A segiuência de funções fn: [0,1] > R, definidas 
por fn(x) = x"(1 — x") converge simplesmente para a função 
identicamente nula em [0,1]. Uma verificação imediata mostra 
que, para cada n € N, o valor máximo de fr (x) é igual a 1/4 e é 
atingido no ponto x = %/1/2. (Note que, quando n > œo, 1/2 
tende a 1.) Estes fatos nos permitem esboçar os gráficos das 
funções fn. Como se vê, cada gráfico apresenta um calombo, cuja 
altura se mantém constante, igual a 1/4, de modo que quando 
n > co, a forma do gráfico de fn não se aproxima da forma do 
gráfico da função limite. (Vide figura abaixo) 


Examinemos a debilidade da convergência simples sob outro 
ângulo. 
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Dizer que a segiiência de funções fn: X — R converge sim- 
plesmente para a função f: X — R significa, formalmente, o 
seguinte: dado qualquer £ > 0, pode-se obter, para cada x E X, 
um inteiro no = No(£,x), o qual depende de £ e de x, tal que 
n > no > |fa(x) — f(x) < e. 

Mantendo e fixo, pode perfeitamente ocorrer que não exista 
To algum que sirva simultaneamente para todo x € X. 


Exemplo 5. Seja a sequência de funções fn: [0,1] — R, onde 
falx) = x". Já vimos que (fn) converge simplesmente para a 
função f: [0,1] >» R, onde f(x) = 0 se 0 <x < 1 ef(1)=1. 
Fixemos £ = 1/2, por exemplo. Afirmamos que, seja qual for 
no € N, existem pontos x € [0,1) tais que |fn, (x) — f{(x)| > 1/2, 


ou seja x% > 1/2. Basta observar que lim x™o = ]. Logo, 
5 x—]- 


existe ô > 0 tal que 1— < x< 1 > x™ > 1/2. 

Quando for possível, para qualquer € > O dado, obter um 
no que sirva para todos os pontos x € X, diremos que fn > f 
uniformemente em X. Em termos mais precisos: 

Diz-se que uma seqüência de funções fa: X — R converge 
uniformemente para uma função f: X — R quando, para todo 
e > 0 dado, existe no € N tal que n > no > fnlx) — f(x)| < €, 
seja qual for x E X. 

Interpretemos esta definição geometricamente. Dada uma 
função f: X — R chamaremos de faixa de raio e (e amplitude 
2e) em torno do gráfico de f ao conjunto dos pontos (x,y) do 
plano tais que x e Xely—f(x)|< e isto é, flx)—-e < y < f(x)-+e, 
sendo £ um número real positivo. 
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A condição “fn(x) — f(x)| < € para todo x € X” significa que o 
gráfico de fn está contido na faixa de raio € em torno do gráfico 
de f. 


Assim, dizer que fn — f uniformemente em X significa afir- 
mar que, para qualquer e > O dado, pode-se obter no € N tal 
que todas as funções fn, com n > ny, têm seus gráficos contidos 
na faixa de raio £ em torno do gráfico de f. 


Evidentemente, se fn — f uniformemente em X, então fan — f 
simplesmente. A recíproca é falsa, como vimos no Exemplo 5. 


Para provar que fn não converge uniformemente para f em 
X devemos exibir um € > 0 tal que, para todo no € N se pode 
achar n > no exe X com falx) — f(x)| > e. 


Exemplos. 


6. Reexaminemos o Exemplo 1 quanto à convergência uniforme. 
A sequência de números an converge para a EReg: X5R é 
uma função dada. Então a sequência de funções fn=an:g: X>R 
converge simplesmente para f = a: g em X. No caso trivial em 
que, a partir de uma certa ordem ny, todos os termos q, são 
iguais a a, esta convergência é uniforme pois todas as funções 
fn coincidirão com f para n > no. Se, porém, q Æ a para 
uma infinidade de valores de n então fn — f uniformemente 
em X se, e somente se, g for limitada. Com efeito, se tivermos 
Ig(x)| < K para todo x € X, dado qualquer £ > 0 podemos obter 


no €E N tal que n > no > jan- a]l < Logo n > no > 


E 
E K 
falx) — f(x)| = lan — allg(x)| < K` K = £, para todo x € X, o 
que prova a uniformidade da convergência. Reciprocamente, se g 
não é limitada em X, a convergência an:g — a-g não é uniforme. 
Com efeito, seja e = 1. Mostraremos que, seja qual for no € N, 
podemos achar n > no ex € X tais que lan -g(x)—- a-g(x)| > 1. 
Ora, dado no, existe (em virtude da hipótese feita sobre os an) 
n > no tal que an É a. Como g é ilimitada em X, podemos 
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1 
encontrar x € X tal que |g(x)| > ETN Para tais n e x temos 
a 
1 
jan : g(x) — a- g(x)]= jan ~ al- lg(x)| > lan — al. —— =!. 
|an gm al 
sas ud 3 x 
Caso particular: a seqüência de funções fn(x) = z converge 


uniformemente para (a função identicamente) zero num conjunto 
X C R se, e somente se, X for limitado. Com efeito, neste caso, 
a função g é dada por g(x) = x, logo g é limitada em X se, 
e somente se, X é um conjunto limitado. (Examine os gráficos: 
quando X é ilimitado, uma faixa em torno da função nula definida 
em X não pode conter o gráfico de nenhuma restrição fn|X, onde 


; x 
fn é a reta y = —.) 
n 


7. Sabemos que a seqüência de funções fn(x) = x” converge sim- 
plesmente em [0, 1] para a função f tal que f(1) = 1 e f(x) = 0 se 
O <x< 1. Mas já vimos (Exemplo 5) que f, não converge uni- 
formemente para f, nem mesmo no intervalo [0,1). Mostraremos 
agora que (fn) converge uniformemente para f (função identica- 
mente nula) em cada intervalo [0,1 — d] onde O < < 1. Com 


efeito, sendo lim (1 — 5)” = 0, dado qualquer e > 0, podemos 
noo 


achar no € N tal que n > no > (1—-5)"< £. Então, para todo 
x € [0,1 — 5], temos 0 < x™ < (1 — 8)" < eg, desde que n > no. 
Isto prova a afirmação feita. ; 


8. À sequência de funções fn(x) = x"(1 — x”) converge simples- 
mente para (a função) zero no intervalo [0, 1]. Tal convergência 
não é uniforme porque para todo n € N podemos achar um pon- 


to x = 3/1/2 tal que fa(x) = T Mas, para todo ô > 0, temos 


fn — f uniformemente no intervalo [0, 1—8]. Basta observar que 
0O<x(1—x") < x“; como x" > 0 uniformemente no intervalo 
[0,1 — d], segue-se que x"(1 — x") goza da mesma propriedade. 

Existe um critério para a convergência uniforme, análogo ao 
critério de Cauchy para sequências de números reais (vide Teo- 
rema 13, Capítulo IV). Para enunciá-lo, introduzamos primeiro 
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uma definição. 

Uma sequência de funções fn: X>R chama-se uma segiiência 
de Cauchy quando, para qualquer e > 0, dado arbitrariamente, 
for possível obter no €E N tal quem, n > no > |fm(x) — fnlx)| < 
£, qualquer que seja x E X. 

Teorema 1. Uma segiiência de funções fn: X — R é uniforme- 
mente convergente se, e somente se, é uma segiiência de Cauchy. 


Demonstração. Suponhamos primeiro que fn — f uniforme- 
mente em X. Dado arbitrariamente € > 0, podemos encon- 
trar no € N tal que n > no > lfalx) — f(x) < 5 para todo 
x € X. Então, se tomamos m e n ambos maiores do que no, vale 
a desigualdade acima e também |fm(x) — f(x)| < 5 para todo 
x € X. Portanto, a hipótese m, n > no implica |fm(x) — fa(x)| < 


Hm (x) -fI fnt) < 5+5 = e, para todo x € X. Logo 


(fn) é uma sequência de Cauchy. Reciprocamente, se a sequência 
de funções fn: X — R é de Cauchy então, para cada x € X, os 
números fn(x), n € N, formam uma sequência de Cauchy de 
números reais. Pelo Teorema 13, Capítulo IV, esta segiência 
converge para um número real que chamamos f(x). Isto define 
uma função f: X — R, tal que f(x) = lim fn(x) paratodox € X. 


Para mostrar que fn — f uniformemente em X, seja dado £ > 0. 
Existe no tal que m,n > mo > |fmlx) — fn(x)| < £ para todo 
x E€ X. Nesta desigualdade, mantenhamos n e x fixos e façamos 
m > oo. Obteremos: |f(x) — fa(x)| < £ para todo x € X, desde 
que seja n > no. Isto prova que fn — f uniformemente. 


Corolário. Se as funções fna: X — R (definidas no fecho de 
X) são contínuas e (fn) converge uniformemente em X, então a 
segiiência (fn) converge (uniformemente) em X. 


Com efeito, dado £ > 0, existe no E N tal que m, n > no > 
[fmlx) — fall < £ para todo x E€ X. Como as funções fn são 


contínuas em X, segue-se daí que, m, n > no > |fm(y)—fa(y)l < 
e para todo y €E X (já que todo y € X é limite de uma segiiência 
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de pontos de X) e, portanto, (fn) é uma segiiência de Cauchy — 
logo uniformemente convergente — em X. 

O Teorema 1 chama-se o critério de Cauchy para convergência 
uniforme. Note que o conjunto X poderia ter sido tomado arbi- 
trariamente pois em parte alguma se faz uso do fato de que seus 
elementos são números reais. 

Como conseqüência do critério de Cauchy, obteremos o teste 
de Weierstrass para convergência absoluta e uniforme de séries 
de funções. Falemos um pouco sobre estas. 

A soma f = Lf, de uma série é um caso particular de um E 
mite de sequência: f = im Sn, onde sn = fi +- -+fn. (Estamos 


admitindo tacitamente que f e todas as funções f, são definidas 

no mesmo conjunto X.) Tem sentido, portanto, dizer que a série 

Hf, converge simplesmente ou uniformemente no conjunto X. 
Reciprocamente, todo limite q = lim q, de uma sequência 


de funções pn: X > R também pode ser obtido como soma de 
uma série. Basta pôr fı = ọ1, f2=pr— Q1, f3 = Q3 — Wa... 
tem-se, então, fy + f2 +---+ fn = Pn, de modo que q = Ef. 

Por definição, a série Zf} converge uniformemente num 
conjunto X se, e somente se, a sequência de suas reduzidas 
Sn = fy+---+fh é uniformemente convergente em X. Assim, di- 
zer que Lf, converge uniformemente para f em X significa que, 
dado qualquer € > 0, existe no E€ N tal que o “resto” ra(x), 
definido por f(x) = fi(x) +--+ falx) + ra(x), cumpre a con- 
dição Irn(x)| < £ para todo n > ny e todo x E X. 

A todo conceito ou teorema sobre sequências corresponde um 
análogo a propósito de séries. 

Mas há certas noções relativas a séries que, quando traduzidas 
para sequências, perdem o apelo intuitivo. Por exemplo, a noção 
de série absolutamente convergente corresponderia à de uma 
seqüência de funções Pn: X > R tal que > Ipnlx) — Pn-1(x)| < 


m 
+oo para todo x € X, idéia pouco interessante. 


Há também alguns tipos especiais de séries, como as séries de 
potências (que estudaremos logo mais), cujas propriedades não 
decorrem de teoremas gerais sobre seqüências. Daremos agora 
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um exemplo de propriedade de séries, a qual não possui análoga 
natural para sequências. 

Uma série de funções fn: X — R diz-se normalmente conver- 
gente quando existe uma sequência de constantes a, > O tais 
que La, converge e |fn(x)| < an para todo n € N e todo x E X. 


|. & sen({nx), ' 
Exemplo 9. A série 5. ~ < normalmente convergente 
n=} 
l sen(nx 
pois as funções fn: R — R, definidas por fi(x) = o 


i 1 
satisfazem as relações |fn(x)| < Z para todo n € N e todo 


x E€ R, como sabemos, Z— é uma série convergente de números 
n 
reais. 


Teorema 2. (Teste de Weierstrass}. Se Ef, é normalmente 
convergente então D|fn] e Efn são uniformemente convergentes. 
Demonstração. Seja X o domínio comum de todas as funções 
fn. Para n,p €E N arbitrários e todo x € X, temos |fi(x) + 
LEVE (x) Ea fn+p(x)| < Ifa (x)| T [fr (x)| L [fp (x)| < 
an + any +e + An+p. Segue-se então do critério de Cauchy 
(Teorema 1) que Llf,| e Lf, convergem uniformemente em X. 


Exemplos. 


= sen(nx) y 
10. A série 5. —pz converge uniformemente em R, o mesmo 
n 


sen(nx 
ocorrendo com 3. pe 
n as 


11. A convergência normal é condição suficiente, porém, não 
necessária para convergência uniforme. Consideremos a segiência 
de funções fn: [1, +00) > R, definidas assim: fa(x) = 1/x se 


xE, n +1) e fn(x) =0 caso contrário. Temos falx) = — 
n=] x 


para todo x € [1,+co). Seja f: [1,+00) — R definida por 
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f(x) = 1/x. A convergência 5 fy = f é uniforme em [1, +oo), 


1 
pois 0 < f(x) — [i(x) +--+ falx)] < = para todo x € [1, +00). 


Mas a série Xf, não converge normalmente em [1, +00). Com 
efeito, se as constantes a, são tais que fa(x) < an para todo 
x € [0,+oo), em particular, tomando x = n, obtemos an > 1/n 
e, portanto, a série La, não converge. Assim, Ef, é uma série de 
funções não-negativas que converge uniformemente, porém não 
normalmente em [1,-+o0). 


2 Propriedades da convergência uni- 
forme 
Começaremos mostrando que a convergência uniforme nos 


permite inverter a ordem de limites repetidos. A fim de motivar 
o problema, vejamos um exemplo. 


Exemplo 12. Seja fn{x) = x”. Sabemos que fan — f simples- 
mente em [0,1], onde f é dada por f(x) = O para 0 < x< 1 


“ef(1) = 1. Assim, lim[ lim falx)] = lim f(x) = 0, enquanto 
x=] N—oo 
lim [lim falx)l) = bim(1) = 1. Portanto não se pode, neste 
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caso, inverter a ordem em que são tomados os limites. Temos 
lim [lim f(x)! Æ limblim fn{x)]. 
noo x=] x=] noo . 

Supondo convergência uniforme, temos o 


Teorema 3. Seja a um ponto de acumulação de X. Se a se- 
giuência de funções fn: X — R converge uniformemente para 
f:X—R e para cada n EN, existe Ly = lim fa(x), então 
x5a 
1.º) Existe L = lim Ln; 


2.9 Tem-se L = lim f(x). 
Em outras palavras, vale lim [lim fá(x)] = lim [ lim fa(x)], 


desde que existam os dois limites dentro dos colchetes, sendo o 
segundo deles uniforme. 


Demonstração. Para mostrar que existe L = lim L,, basta 
provar que (Ln) é uma sequência de Cauchy. Seja então da- 
do s > 0. Como fn — f uniformemente em X, existe no € N tal 
E 
que m, n > no > fmlx) — fa (x)| < 3 para todo x € X (vide 
Teorema 1). Sejam m,n > no. Podemos obter x € X tal que 
E E 
[Em — fml(x)| < 3e falx) — Ll < 3 Com esta escolha de x, 


podemos escrever: 


[Lm — La < [Lm — fm(x)] + f(x) — fn (x)| 
- E E E€ 
+Ifa(x)— Lal < 3t3t356 
Logo, m,n > no implica |Lm — Ln] < £, isto é, (La) é uma 
seqüência de Cauchy, a cujo limite chamamos L. Mostremos, 
agora, que a função f = lim f, tem limite L quandó x tende para 


. . . E 
a. Dado e > 0, existe no € N tal que n > no implica |L- Lal < 3 


E 
e |fa(x) — f(x})| < — para todo x € X. Fixemos um tal n maior 


do que no. Como lim fa{x) = Ln, existe ô > O tal que x € X, 


0< jx- al < > |fa(x]— La < E Afirmamos que x € X, 
0O<|ix-al<o>lf(x)—L|< e Com efeito, para todo x 
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cumprindo estas condições, temos 


f(x) — LI < [f(x) — fal) + f(x) — Lnl 
E E E 
+ln-Lli<gtatg=e 
Corolário. Seja a um ponto de acumulação de X. Se a série 
Lfanan converge uniformemente para f em X e, para cada n EN, 
existe Ln = tim fnlx), então LL, é uma série convergente e 


+ Ly lim f(x E 


n 
Em pras palavras, o teorema clássico para o limite de uma 


soma vale para séries: 
HaT suba = PE fa) 


desde que 3 fn seja uniformemente convergente. 


n 
Com efeito, pondo sn(x) = fı (x)+-:-+fn(x), a següência de 
funções sn: X> R a uniformemente para f em X e, para 


cada n, existe lim Sn(x => lim fi(x). O Teorema 3 aplica-se 
imediatamente para tudo o alada enunciado. 


Observações: 1. O resultado acima vale ainda quando a= + œ. 

Isto pressupõe, evidentemente, que X seja ilimitado superior- 

mente. Neste caso, tem-se lim [lim fa(x)) = lim [lim fn(x)] 
g . , n-o X—00 X—00 N—00 

desde que existam os dois limites dentro dos colchetes, sendo o 

segundo deles uniforme. A demonstração é a mesma. No final, 


E 
em vez de ô, tomar À > 0 tal que x > A > |filx) — Lul < 3 
2. Podemos tornar mais simétrico o enunciado do Teorema 3. Se- 
ja a um ponto de acumulação de X. Dada a seqüência de funções 


fa: X —> R, diremos que existe lim fn(x) = Ln uniformemente 
xa 


em relação an se, para cada £ > O dado, pudermos achar à > O 
tal que x € X, 0 < |x — al < > |fa(x) — Laul < e, seja qual for 
n € N. (Em outras palavras, a escolha do ô depende somente 
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de £ e não de n.) O mesmo raciocínio usado na demonstração 

do Teorema 3 (mutatis mutandis) permite provar que se, para 

todo n, existe lim fa(x) = Ln, uniformemente em relação a n, 
xa 


ese fa — f simplesmente em X, então existe L = limL, e, 
além disso, lim f(x) = L. Agora podemos dizer: existem e são 
xa F 
iguais os limites repetidos, desde que existam os limites dentro 

dos colchetes, sendo um qualquer deles uniforme. 


3. Tal simetria não se estende para séries. Não é verdade que 

se a série Lfn(x) converge para f(x) em todo ponto x € X e se, 

para cada n, existe Ln = lim fá(x), uniformemente em relação 
xa 


am, então LL, converge e é igual a lim[> fi(x)]. Em outras 
x5a n 


palavras, pode-se ter 


im [E em] 4 E fim to) 
mesmo que existam todos estes limites, sendo apenas lim f, (x) 
x—a 
uniforme em relação a n. Por exemplo, seja X = [0,1]. Ponha 
fab)=x"-x"! para n > 2 e fı(x) =x. Então lim fi(x)=1 
x—> 
e lim fn(x) = 0 se n > 2, uniformemente em relação a n. Além 
x= 
disso, > fn(x) = lim x”. Logo 
n n—00 


Ligno] e i5 sool = 


Teorema 4. Se fn — f uniformemente em X e todas as fn são 
contínuas num ponto a € X então f é contínua no ponto a. 


Demonstração. Isto é óbvio se a for um ponto isolado de X. 
Se, porém, a for um ponto de acumulação de X, o Teorema 3 
nos permite escrever 

lim f(x) = lim[ lim fan(x)] = lim [lim fn(x)] 


x>a x—>a noo noo xa 


= dim fala) = f(a). 


[SEC. 2: PROPRIEDADES DA CONVERGÊNCIA UNIFORME -~ 375 


Logo f é contínua no ponto a. 


Corolário. O limite uniforme de uma segúência de funções 
contínuas é uma função contínua. 


Vemos assim, a posteriori, que a convergência da sequência 
de funções fn(x) = x" no intervalo [0,1] não poderia ser uni- 
forme, já que a função limite não é contínua. Observe-se que a 
continuidade de f = lim fa não é, entretanto, suficiente para 
garantir que a convergência seja uniforme, já que as funções 
contínuas fh(x) = x"(1 — x”) convergem em [0, 1) para a função 
contínua f(x) = 0 mas a convergência não é uniforme. (Veja os 
Exemplos 5 e 8.) De qualquer maneira, a descontinuidade da 
função limite é sempre um modo prático e imediato de provar 
que uma sequência de funções contínuas não converge uniforme- 
mente. . 

Há, porém, um caso em que a continuidade da função limite 
garante a uniformidade da convergência de uma sequência de 
funções contínuas. É quando as funções estão definidas num 
compacto e à convergência é monótona. 

Diremos que uma sequência de funções fn: X — R converge 
monotonamente para a função f: X — R quando, para cada 
x E X, a sequência de números fi(x), fa(x),..., fn(x),... é mo- 
nótona e, além disso, lim fn(x) = f(x). 

nao 


Teorema 5. (Dini.) Seja X C R compacto. Se uma segiiência 
de funções contínuas fn: X — R converge monotonamente para 
uma função contínua f: X — R, então a convergência é uni- 
forme. 


Demonstração. Dado £>0, consideremos, para cada nEN, o 

conjunto Kn = (x € X; |fa(x) — f(x)l > £}. Como fn e f são 

contínuas e X é fechado, segue-se que cada K, é um subconjunto 

fechado de X e, portanto, cada K, é compacto. À monotonici- 

dade da segiiência (fn) implica que K, DK,D--- DK, D... 

Mas Nk, = Q, pois x € Ka para todo n € N implicaria 
25 


7 
Ifn(x)— f(x)l > £ para todo n, o que seria um absurdo, já que 
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lim fn(x) = f(x). Sendo Kn = f, concluímos (veja o Teorema 
12, Capítulo V) que algum Kn, é vazio. Portanto, n > no > Kn 
vazio, ou seja, n > no > Ifn(x) — f(x)| < £ para todo x E X. 

O Teorema 5 é falso no caso X não-compacto, pois a sequência 
de funções contínuas fn(x) = x” converge monotonamente para 
a função contínua O no intervalo não-compacto [0,1), mas a 
convergência não é uniforme. O mesmo se dá com as funções 
Gn(x) = Z que convergem monotonamente para zero na reta, 


sem que seja uniforme a convergência. 


Corolário 1. Uma série convergente de funções contínuas não- 
negativas num conjunto compacto é uniformemente convergente 
se, e somente se, a soma é uma função contínua no compacto. 


Com efeito, se fn > O então as reduzidas sn = fi +--+ fn 
formam uma seqüência monótona. 


co 2 
Exemplo 13. A série de funções não-negativas 5. o 
n=0 (1 + x2)m 
converge para a função f: R — R tal que f(0) = 0 e f(x) = 
1+x? sex #0. (Soma de uma série geométrica.) A função f 
é descontínua no ponto O. A convergência não é uniforme em 
compacto algum do qual O seja ponto de acumulação. 
O corolário acima contém o seguinte fato, aparentemente 
mais geral: 


Corolário 2. Se as funções fn: X > R são contínuas e, para 
todo x E X, 2 Hn(x)| = f(x), onde f: X — R é contínua, então 


a série Lfn converge uniformemente em X. (Supondo ainda X 
compacto.) 


Com efeito, pelo Corolário 1, a série de funções Llf,| converge 
uniformemente em X. Como |fn+1 (x) ++: +fn+p (X) < [fas (x) 

“+ |fn+p(x)|, segue-se do critério de Cauchy que 2f, também 
converge uniformemente em X. 

Examinemos agora as relações entre a convergência uniforme 
e asioperações de integração e derivação. Note-se que integral e 
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derivada são tipos especiais de limites. Assim sendo, os teoremas 
abaixo afirmam que em certos casos é permitido inverter a ordem 
de um limite repetido. 


Teorema 6. Se uma segiência de funções integráveis 
fa: [a,b] — R converge uniformemente para f: [a,b] — R, 
então f é integrável e vale JEt) dx = lim e f(x) dx. 
n—00 

Em resumo: f lim f, = lim J? fn, desde que lim fn seja uni- 
forme. 
Demonstração. Sejam D, e D os conjuntos dos pontos de de- 
scontinuidade de fn e f respectivamente. Pelo Teorema 4, se 
x é D, para todo n então x É D. Logo D C UDa. Como 
cada D, tem medida nula, segue-se que D tem medida nula e 
portanto f é integrável. (Veja o Teorema 20, Capítulo IX.) Dado 
e >0, existe no € N tal que n > no > |falx) — f(x)| < 
para todo x € la, b]. Portanto 


E 
b— 


i f(x) dx — j fa(x) dx) = 


a a 


b 
| (f(x) — fn(x)] dx 


a 


b 
< | f(x) — fn(x)ldx < € 


para todo n > no. Logo lim fê f(x) dx = jo f(x) dx. 


Corolário. Seja Lf, uma série uniformemente convergente de 

funções integráveis fn: [a,b] DR. Sua soma é integrável e tem- 

se a Z fn f E fn. Em outras palavras: é permitido integrar 
n n 


termo a termo uma série uniformemente convergente. 


Exemplos. 


14. Sabe-se do Cálculo que, para todo x real, arc tg x = Jà stt 


, +t 
Em virtude do Teste de Weierstrass, a série geométrica i 


1 


ma VA eb AR an 
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é uniformemente convergente em todo intervalo fechado contido 
no intervalo aberto (—1,1). [Note que ela converge em (—1,1) 
mas não uniformemente, devido ao Corolário do Teorema 1, pois 
diverge nos pontos —1] e 1.) Assim, podemos integrá-la termo a 
termo e obter, sempre que |x| < 1: 


x dt x? x n x2n+1 


= 1" — X — — AE —] 
HEr E P ARR 


Isto nos fornece o desenvolvimento de arc tg x em série de Taylor 


2n+1 
no intervalo (—1,1). Mas a série E(—1)” MI] converge para 
x = ] e x = —], o que nos leva a pensar que o desenvolvimento 


acima deve ser válido em todo o intervalo fechado [1,1]. Tal 
conclusão é correta e será justificada pelo Teorema de Abel, que 
demonstraremos mais adiante. Uma justificação mais elementar 
pode ser dada com base na igualdade 


pn 
TFE 


1 


q doi 


que, integrada no intervalo de extremos O e x, com |x] < 1, 
fornece: ` 


3 5 2n~1 
arc tex=x- DATAS + Ralx), 
4m 
onde Rn (x) = (—1 yE To TFE dt. 
Para |x| < 1, obtemos então: 
[xl [x2] 
Ralx)< | t™dt= E 
| ws |, 2n+17 2n+41 


e, portanto, |x| < 1 = lim Rá(x) =0, o que nos dá 
ni oo 


3 5 2n+1 
arc tgx =x- 5 tE 


mF +... 
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para todo x € [1,1]. Em particular, tomando x = 1, obtemos 
a curiosa fórmula: 
11/71 


ap pan Eai = 
4" 3 5 7 `Y 


15. Se uma seqüência de funções integráveis fn: [a, b] — R con- 
verge simplesmente para uma função f em la, b], pode ocorrer 
que f não seja integrável. Obtém-se um exemplo enumerando-se 
os números racionais Ty, T2,...,Tn,--. contidos em [a, b], definin- 
do fa(x) = 1 se x E€ {r1, T2,... Tn) e falx) = 0, caso contrário. 
Seja f: [a,b] > R a função tal que f(x) = 1 se x é racional 
f(x) = 0 se x é irracional. Então dim fnlx) = f(x) para todo 
x € la,b). Cada fn é integrável pois tem apenas n pontos de 
descontinuidade, mas f não é integrável pois é descontínua em 
todos os pontos do intervalo [a, b]. 


16. Quando se tem fn — f simplesmente em [a, b], mesmo que f 
EA ARER : b b 
e cada fn sejam integráveis, pode ocorrer,que lim f afn É f fa 
n00 


Por exemplo, definamos fn: [0, 1] > R pondo fn(x) = (n + Dx" 
se0<x<]efn(1)=0. Então fn — f simplesmente em [0,1], 
onde f é a função identicamente nula. C lim (n+T)x” = 0 quando 
0 <x< 1, porque (n + 1)x” é o termo geral de uma série que 
converge pelo teste da razão.) Ora, f 3 fa(x) dx = 1 para todo 
n, enquanto f x f(x) dx = 0. Logo lim f fa] E f. Informamos 
noo 

ao leitor interessado que, se fa — f simplesmente no intervalo 
la, b], se f e cada fn são integráveis, então vale lim E fas fe f 
desde que exista uma constante k > O tal que |fa{x)| < k para 
todo n E N e todo x € [a, b]. 

A derivação termo a termo requer outros cuidados. Não bas- 


ta que a sequência dada convirja uniformemente. Por exemplo, a 


Cio oi z sen(nx) . 
sequência de funções fn(x) = ——— converge uniformemente 
n 


para zero em toda a reta. Mas a seqüência de suas derivadas 
filx) = cos(nx) não converge (sequer simplesmente) em inter- 
valo algum. Para derivar termo a termo, é preciso supor a con- 
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vergência uniforme das derivadas. Em compensação, basta ad- 
mitir que a segiiência (fn) convirja num único ponto do intervalo 
de definição. 


Teorema 7. Seja (fn) uma segiiência de funções deriváveis no 
intervalo la, b]. Se, para um certo c E€ la,b], a segiência nu- 
mérica (fn(c)) converge e se as derivadas ffi, convergem uni- 
formemente em la,b] para uma função g, então (fn) converge 
uniformemente em [a,b] para uma função derivável f, tal que 
f =g. 

Em resumo, D(limf,) = lim Df,, desde que as derivadas 
Df, convirjam uniformemente. 


Primeira Demonstração. Consideraremos inicialmente o caso 
em que as funções ff são contínuas. Esta é a situação mais 
frequente na prática. O Teorema Fundamental do Cálculo nos 
dá, para todo n € Ne todo x € la, b]: 


falx) = falo) + | ft) dt. 


c 
As duas parcelas do segundo membro convergem. Logo existe, 
para cada x € [a,b], o limite f(x) = lim fn(x) e o Teorema 6 
ni— oo 
nos fornece ainda, por passagem ao limite nessa igualdade: 


X 


f(x) = f(c) +Í g(t) dt. 


c 


Portanto, f'(x) = g(x). Para verificar a uniformidade da con- 
vergência fn — f, basta observar que, subtraindo as duas igual- 
dades acima, vem 


[fa (x) — Fx) < lfn(c) — flc)l+ x — cl- sup |fi(t) — g(t)l. 
a<t<b 


Dado e > 0, tomemos ny tal que 


E 
2(b— a) 


n > no > lfn(c) — fl) < 5 e IfA) — g(t) < 
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para todo t € [a,b]. Então n > no > |falx) — f(x)| < € para 
todo x € [a,b]. i 


Segunda Demonstração (caso geral). O Teorema do Valor 
Médio aplicado à função fm — fn diz que, para todo x € [a,b], 
existe d entre c e x tal que 


fm(x) — fn(x) = fale) — fn(c) + (x — c)ifald) — fa(d)). 


A convergência uniforme de (f/) implica então que a sequência 
(fn) cumpre o critério de Cauchy e, portanto, converge uniforme- 
mente no intervalo [a, b] para uma função f. A igualdade acima, 
com xo em vez de c, pode ser escrita assim: 


fml(x) Ex fm(xo) o fa(x) SE fn(xo) 
X — Xo X — Xo 


(*) = fnld) — fa (d), 
d entre x e xo, para todo x Æ xo. Fixado um ponto arbi- 


trário xo € la, b], formemos os quocientes de Newton gn(x) = 
f — falx, fix) — f(x 

falx) — fnlxo) e q(x) = Fi oco, x Æ xo. A igualdade 
X — Xo x — Xo 

(*) mostra que a seqüência (qn) cumpre o critério de Cauchy e 
por conseguinte qn — q uniformemente em [a, b] — {xo}. Ora, 
lim qn(x) = fá (xo). Pelo Teorema 3, existem e são iguais os 
XX0 A 


limites repetidos: 


lim [lim qn(x)] = lim [im qu(x)). 


XxX—>x0 N—oo nN>500 x5xo 
; co T(x) — f(x 
Ou seja, lim AO tiro) = g(xo). Como xo é um ponto arbi- 
X—xo X — Ko 


trário de [a, b], vemos que f é derivável em [a,b], com f' = g. 


Corolário 1. Seja Lf, uma série de funções deriváveis no in- 
tervalo [a,b]. Se Lfn(c) converge para um certo ce [a,b] e a 
série Ef! = g converge uniformemente em [a,b], então If, = f 
converge uniformemente em [a,b] e f é derivável, com f’ =g. 
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Corolário 2. Uma segiiência (ou uma série) de funções de- 
riváveis num intervalo arbitrário I pode ser derivada termo a 
termo desde que convirja num ponto c E I e a segiência (ou 
série) das derivadas convirja uniformemente em cada subinter- 
valo compacto de I. 


Séries duplas. Não desenvolveremos a teoria das séries du- 
plas. Mostraremos apenas como se podem usar teoremas sobre 
séries de funções para provar igualdades do tipo 3 (D xnk) = 


ie ep 
k mn 


Uma segiiência dupla (xnk) é uma função x: N x N 5 R, que 
associa a cada par (n,k) de números naturais um número real 
Xnk: Podemos imaginar os números xnx dispostos num retângulo, 
que se estende indefinidamente para a direita e para baixo, de 
modo que o índice n em x,y indica a n-ésima linha e o índice k 
significa a k-ésima coluna: 


X11 X12 X33 


X21 X22 X23 


Para cada n, > xnk é a série obtida somando os termos da n- 
T 


ésima linha. Fixado k, > xnx é a soma dos termos da k-ésima 


n 
coluna. Evidentemente, tais séries podem convergir ou não. 
Supondo que todas estas séries convirjam, tentemos as somas 
repetidas }_(}_Xnk) e >) (>) xnx). Mesmo quando convergem, 


wok k m 
elas podem dar diferentes resultados. Por exemplo, somando 
primeiro as linhas no quadro abaixo, obtemos > (3 xnk) = 0 en- 
n k 
quanto se somarmos primeiro as colunas, teremos 3 (}_ Xnk) = 
k n 


[SEC. 2: PROPRIEDADES DA CONVERGÊNCIA UNIFORME a= 383 


2 (1/28 =1. 
k 

1 1 

3 3 
7 7 
15 15 

LL 4 Hl 

1 1 1 E 

2 4 8 16 


Surge o problema de obter condições que assegurem a igual- 
dade das duas somas repetidas. Nosso primeiro resultado será o 


Lema. Se, para cada Nn, a série 3 xmk for convergente e se, 


k. 
definindo as funções fn: N 5 R por falk) = xu + + Xnk; 


a série 3 fa convergir uniformemente em N, então são conver- 
n 
gentes e iguais as somas repetidas: 


Z (Z) =X (Ze): 
n k k n 
Demonstração. São convergentes a série Lf,(1) = > xm €, 
n 
para cada k > 1, a série > [fn(k) — falk — 1)] = >. xnk. Pelo 
n n 
corolário do Teorema 3 (e a Observação 1 naquele local), tem-se 


2 [lim falk) = dim Do fa (k)]. Isto prova o lema. 
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Teorema 8. Dada a segiiência dupla (xnk), suponhamos que ca- 
da linha determine uma série absolutamente convergente, isto é, 


2 IXnkl = an para cada n. Admitamos ainda que > an < +00. 
n 


Então 2 2 Xnr) =r 2 Xnr). Esta afirmação implica, em 
k 


pärticular, UE todas as SES contidas na igualdade acima são 
convergentes. 


Demonstração. Pondo fnk) = Xni + Xn2 +: :: + Xnx, como no 
lema, temos |f(k)| < an para todo k e todo n. Logo Xf, é nor- 
malmente convergente e, portanto, uniformemente convergente 
em N. (Teste de Weierstrass.) O lema anterior nos dá então a 
conclusão desejada. 


3 Séries de potências 


As séries de funções mais importantes da Análise são as do 
tipo 


Dalx-x" = ao + a(x — xo) ++ + an(x— xo)” +... 


n=0 


que são chamadas séries de potências. Já vimos exemplos de 
série de potências no Capítulo VIII, quando estudamos as séries 
de Taylor. 

Por simplicidade de notação, consideraremos quase sempre o 
caso xo = 0, ou seja, as séries de potências da forma 


Da =at axt ra +... 


n=0 


O caso geral se reduz a este pela mudança de variável 
y=x—xo. O leitor não terá dificuldade em adaptar para as 
séries Lan(x — xo)” os resultados que obtivermos para Lanx”. 

A primeira: pergunta a respeito de uma série de potências 
Zanx” é: para quais valores de x ela converge? 
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oo x^ 

Exemplo 17. A série de potências 3 — converge para todo 
n=0 n! 

valor real de x e sua soma, como sabemos, é igual a e*. Por 


oo 
outro lado, a série de potências 5 n!x™ converge apenas para 
n=0 
x=0. De fato, sex £0, a razão de (n + 1)!x"H para nix” é 
iguala (n+1 jx e tem limite infinito quando n > co. Já a série 
oo 


>. x* converge para 

n= n-1 2 3 

intervalo. A série a Ea Ee ef NN converge 
n=0 n 2 3 

para log(1 + x) quando x € (—1,1] e diverge se x não pertence 

oo — y 

n=0 2n + 1 

para a soma arc tg x quando x € |—1, 1] e diverge quando x não 

pertence a este intervalo. 

Mostraremos a seguir que o conjunto dos pontos x, tais que a 
série Lanx” converge, é um intervalo de centro 0. (Se fosse uma 
série do tipo Lan(x — xo)” teríamos um intervalo de centro xo.) 
Tal intervalo pode ser aberto, fechado, semi-aberto, reduzido 
ao ponto 0, ou igual à reta inteira, como nos vários casos do 
Exemplo 17 acima. 

Vejamos então em que pontos x uma série de potências Lax” 
converge. O teste da raiz (Corolário 3, pág. 140) é o instrumento 
adequado para esta análise. 


l z Se x € (—1, T) e diverge fora deste 


x2n tI 


a este intervalo. Finalmente, a série converge 


es l 
Dada uma série de potências 5 anx”, consideremos a se- 
n=0 


qüência de números reais não-negativos ( X/|anl). Temos as se- 
guintes possibilidades: 


1. Se a segiência ( Y/|an|) é ilimitada, a série Layx" converge 
apenas para x = 0. Com efeito, para todo x Æ 0, a sequência 
(ixl %/lan!) será ilimitada e, portanto, o termo geral |anx"] 
(Ixl Y//an|)” não tenderá para zero. Exemplo, In"x”. 

2. Se lim J/lan| = 0, então a série La,x” converge absoluta- 


noo 
mente para todo x € R. Com efeito, para todo x € R, temos 
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tim Max") = |xl- lim Yan] = 0, logo Lajx” converge abso- 
nao 


noo 


1 
lutamente, seja qual for x € R. Exemplo: 5. pedia 


Os dois casos acima significam, respectivamente, que 
lim sup Y/la,,| = co elimsup Y/jan| = 0. A possibilidade restante 
é, portanto, 


a 1 
3. Se 0 < limsup Y/Jan| < +oo, isto é, limsup Ylan| = z» com 
r > 0, então Lanx converge absolutamente quando x € (—r,r) e 
diverge se |x| > r. (Nenhuma afirmação geral pode ser feita para 
x = +r.) Com efeito, lim sup Y/lanx"| = |x| - limsup Yan] = 
[x 


—. Pelo teste da raiz, Lanx” converge absolutamente quando 


x , , , ~ 
x < 1, isto é, quando x € (—r,r). Se, porém, |x| > r então 
7 
x . 
lim sup YWlanx"| = id > 1 e por conseguinte |anx”| > 1 para 
r 


uma infinidade de valores de n. Assim sendo, Lanx” não con- 
verge. 


Exemplo 18. Quando |x] = r, isto é, x = +r, a série Lax” 


=x", 


pode convergir ou não, conforme o caso. Às séries 


log(1 + x) = sto 


x" eartgx = st om dão 
2n +41 


n 
r = 1. Na primeira, Y/laj] = 1 para todo n. Na segunda, 
. . . 1 
existe lim Y/Ja,| = lim VA = 1 e na terceira, como An = 0 para 
yn 
(—1 Jm=1)/2 
n par e ün = Tao” para n impar, näo existe lim Ya 
mas evidentemente o limsup vale 1. A série Zx” diverge em 
ambos os extremos do intervalo (—1,1). A série de log(1 + x) 
converge no extremo x = 1 mas diverge no extremo x = —1 (dá 
a série harmônica, divergente como era de se esperar, já que log O 
não existe). Finalmente, a série de arc tg x converge para x = 1 
e para x = -—1. 
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O número r = chama-se o raio de convergência 


1 
lim sup Yan] 
da série de potências Lanx”. Evidentemente, estamos conven- 
cionando pôr r = O quando o denominador acima for infinito e 
r = co quando o denominador for zero. 

Quando r > 0, o intervalo aberto (—r,r) chama-se o intervalo 
de convergência da série Lax”. Ao usar esta terminologia, deve- 
se lembrar que talvez a série convirja nos pontos T ou —r, situados 
fora do intervalo de convergência. 

Em resumo, temos o 


Teorema 9. Uma série de potências Lax”, ou converge apenas 
para x = O ou existe um número r > O (podendo ser r = +00) 
tal que a série converge absolutamente no intervalo aberto (—r,1) 
e diverge fora do intervalo fechado [-r,r]. Nos extremos —r e 
r, a série pode convergir ou divergir, conforme o caso. Tem-se 


1 
e lim sup lanl. 


Teorema 10. Uma série de potências converge uniformemente 
em todo intervalo compacto contido no seu intervalo de con- 
vergência. 


Demonstração. Seja (—r,r) o intervalo de convergência da série 
Lanx”. Basta provar que a convergência é uniforme em qual- 
quer intervalo compacto do tipo [-s,s], com 0 < s < r. Ora, 
a série Las” é absolutamente convergente. Como, para todo 
x E€ [-s,sl, vale 

lanx”| < lanls™, 


segue-se do Teste de Weierstrass (Teorema 2) que a série Zapx”™ 
é uniformemente convergente no intervalo [-—s, s]. 


Corolário. A função f: (—r,r) > R, definida por f(x) = 
Zanx”, é contínua no intervalo de convergência (—r, T). 


Exemplo 19. A série de potências La,x” pode não convergir 
uniformemente em todo o seu intervalo de convergência (—r, T). 
Com efeito, quando uma série de funções contínuas converge 
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uniformemente num conjunto, ela também converge (uniforme- 
mente) no fecho do conjunto. (Corolário do Teorema 1.) Assim, 
por exemplo, a série Lx” não converge uniformemente no in- 
tervalo (—1,-+1) porque isto obrigaria que ela convergisse nos 
pontos —1 e +1, o que não ocorre. O Teorema 10 garante ape- 
nas que Ex” converge uniformemente em todo intervalo [a,b] 


(nm 


com —] < a < b < 1. Analogamente, a série L x” 
não converge uniformemente no seu intervalo de convergência 
(—1,1), pois é divergente para x = —1 (embora convirja no pon- 
tox=1). 

Cabe então perguntar o seguinte: suponhamos que a série 
de potências Lanx” convirja em ambos os extremos, T e —r, do 
seu intervalo de convergência (—r,r). Podemos garantir que a 
convergência seja uniforme em |—r,r]? A resposta (afirmativa) 
é dada pelo 


Teorema 11. (Abel.) Seja Lajx” uma série de potências cujo 
raio de convergência T é finito e positivo. Se Lant” converge, 
então Lanx” converge uniformemente no intervalo [0,17]. Em 
particular, lim (Lax") = Lar”. 

XT 


A demonstração se baseia no lema abaixo. (Veja o Teorema 
21, Capítulo IV.) 


Lema. Seja La, uma série (não necessariamente convergente) 
cujas reduzidas Sp = «y +--+ «p são limitadas, isto é, existe 
K > 0, tal que |sp| < K para todo p EN. Seja bi > b > 
-> bp... uma segiiência não-crescente de números by > 0. 
Então, para todo p E N vale |x1b1 +---+apbo] < K - br. 


Demonstração. 


[xb +--+ «pb 
= |s1b1 + (s2 — s1)b2 + --- + (Sp — Sp-1) bpl 
= |s (b: = b2) +- Sp-1 (bp- == bp) + SpDp] 
< K(b; —bz+-+bp — bp + bp) = Kb,. 
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Demonstração do Teorema de Abel. Dado € > 0, existe 
no € N tal que n > no > janpıt™! +--+ AnypT™?| < € para 
todo p € N. Dado n > no, escrevamos Xp = an+pr"*P, para 
todo p € N. Estes «, cumprem a hipótese do lema, com K = €. 
Para todo x € [0, r], temos 


x XP XT 
Ia! Eca + np] = jan (=) ++ om (=) E (5) E 


xP , 
Usando o lema, com b, = (=) , concluímos que, para todo 


n > no e todo x € [0,r], vale 


1 sa x nti 
Ian pix cus AnpX” HE (o) <E, 


seja qual for p € N. Isto prova que Lanx” converge uniforme- 
mente em [0, r]. Como cada termo anx™ é uma função contínua, 
a soma f(x) = Lanx” é contínua em [0,r]. Logo Zant™ = f(r) = 
lim f(x) = lim (Lanx"). 

XT XTT 


Observações: 1. As mesmas conclusões do Teorema de Abel 
valem com —r em lugar de r. Basta tomar a série L({—1)"anx". 


2. A série Žanx™ converge uniformemente no seu intervalo de 
convergência (—r,T) se, e somente se, converge nos pontos T e 
=T. ` 

1 qe 


3. A série 2 — x” converge uniformemente em cada in- 
n 


tervalo [—1 + 5,1], 8 > O mas não converge uniformemente em 


(—1,1]. 


Teorema 12. (Integração termo a termo.) Se a série de po- 
tências Lanx™ converge em todos os pontos do intervalo fechado 
lx, B] então 


6 a 
L n) dx=} n n+l _ n+l ; 
| (Eana) ax = zE B — a) 
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Demonstração. Nestas condições, se (—r,r) é o intervalo de 
convergência da série, temos [«, B] c [-r,1]. Logo, pelo Teorema 
de Abel, a convergência de Zanx™ em [«, B] é uniforme. Podemos 
então usar o Teorema 6. 


Observação. A integral de Riemann estudada no Capítulo IX 
se refere apenas a funções limitadas num intervalo [a,b]. Se 
f: [a,b) > R é tal que, para cada c € [a, b), f é (limita- 
da e) integrável em [a,c], então define-se a no imprópria 
Je f(x) dx = dim JE f(x) dx, caso este limite exista. Por exem- 


= lim f9(1—-c) dx= lim 2 —2(1— c)!/2]=2, 


1 fá dx 
Pio; Jo 1 —x em co1— 
dx 


1—-x e51— 


c dq 
Por outro lado, f To = lim [-log(1 — c)] 


não existe. 

Feito este comentário preliminar, registremos que se a série 
Lanx* não convergir no extremo r do seu intervalo de con- 
vergência, mesmo assim podemos efetuar termo a termo a in- 


tegral (imprópria) Ji(Lanx”) dx, desde que a série re i qr 


seja convergente. Com efeito, o Teorema 12 nos permite integrar 
termo a termo entre 0 e t, set € [0,7). Logo 


+ t 
| (Lanx") dx= lim | (Lax") dx= lim L—— E i tt = (Abel) 


o t5orm tee 1 
=L An n+ 
n+1 
sê 3 
Assim, por exemplo, a função f(x) = 1 4+x+ EE + E E 
x^ 
— +... é contínua no intervalo [0,1) mas a série de potências 


n 
que a define (com raio de convergência igual a 1) não converge 
no ponto x = 1. Entretanto podemos integrar termo a termo e 


1/1 1 
obter fy f(x it De a = t Emr (Veja 


Exemplo 26, Capítulo IV.) A justificativa está no fato de que a 
série das integrais é convergente. 
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Teorema 13. (Derivação termo a termo.) A função f(x) = 


S anx“, definida por uma série de potências, é derivável em 
n=0 
cada ponto x do seu intervalo de convergência (—r,r). Tem-se 


f(x) = 5 N- x x" "ea série de potências da derivada também 
n=] 

tem raio de convergência 7. 

Demonstração. Sabemos (Corolário do Teorema 7) que se pode 
derivar termo a termo uma série convergente, desde que a série 
das derivadas convirja uniformemente. Sabemos também (Teo- 
rema 10) que uma série de potências converge uniformemente 
em todo intervalo compacto contido no seu intervalo de con- 
vergência. Portanto, basta verificar que os intervalos de con- 

o 


oo 
vergência das séries anx“ e n-an: x" coincidem. Ora 
7 
n=0 n=] 


i oo 
a segunda destas séries converge se, e somente se, >) n: an:xX” = 
n=1 


oo 
x: 3 nº:a, x! converge. Assim o raio de convergência da 
n=] 


[9,0] 
série das derivadas é o mesmo da série 5) n-an-x”, que é o 
n=] 


inverso do número lim sup Y/n - Jan] = lim re lim sup Vlan] = 
lim sup ¥/|anl, pois lim 4n = 1. Assim, 3 Nn- an- xX™! temo 


n=1 
o 


mesmo raio de convergência que 3 an x”. 

n=0 
Corolário. A função f(x) = Lanx”, definida por uma série de 
potências, possui derivadas de todas as ordens em qualquer pon- 
to do seu intervalo de convergência e suas derivadas sucessivas 
podem ser calculadas por derivação termo a termo. Assim, para 
xe(-r,r) e k € N arbitrários, tem-se 


f(x) =} nm-1)... (n= k+ Da, x°, 
n>k 
f" (0) 


o de modo que a série de potências 


Em particular, du = 
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que converge para f(x) em (—r,r) é a série de Taylor de f em 
torno de Q. 


Exemplos. 


20. Funções trigonométricas. A derivabilidade termo a termo das 
séries de potências fornece a base para uma construção rigorosa 
das funções trigonométricas, sem apelo à intuição geométrica. 
Faremos agora uma sucinta apresentação das funções seno e co- 
seno. As séries abaixo têm ambas raio de convergência infinito, 
logo definem funções C” na reta. Poremos, para todo x E R: 


= = (= 2n È = (=: 2n 
RE Err” e s(x) A+" ad: 


Temos imediatamente c(0) = 1, s(0) = 0, c(—-x) = c(x), s(-x) = 
—s(x) e, derivando termo a termo: s'(x) = c(x) e c'(x) = —s(x). 
Daí resulta que s(x)? + c(x)? = 1 para todo x. Com efeito, a 
função f(x) = s(x)?+c(x)? tem derivada iguala 2s:s'+2e-c' = 
2s.c—2c:s =0. Como f(0) = 1, vem f(x) = 1 para todo x. De 
maneira análoga se provam as fórmulas de adição: 


s(x +y) =s(x)-c(y) + c(x) . e(y) 
clx+y) =c(x)-c(y) — s(x) - s(y). 


Basta considerar y fixo e definir as funções f(x) = s(x + y) — 
s(x)-c(u)—c(x)-s(u) e g(x) = c(x+y)— c(x) -c(y) +s(x) -s(y). 
Tem-se f'=geg'=-—f. Daí resulta que (f? + 97)' = 0. Como 
f(0) = g(0) = 0, concluímos que f(x)? + g(x)? = O para todo 
x, o que dá f(x) = g(x) = O para todo x. Valem, portanto, 
as fórmulas de adição. Afirmamos agora que deve existir algum 
x > 0 tal que c(x) = 0. Do contrário, como c(0) = 1, seria 
c(x) > 0 para todo x > 0 e, portanto, s(x) seria uma função 
crescente de x > 0. Daí, para qualquer x > 1: 


xX 


Sape za < | s(t) dt = c(1) — cx) < 2. 


1 
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(Como s?+c? = 1, e(x) varia entre —1 e +1, logo (1) —c(x) < 2 
para todo x.) Mas a desigualdade s(1) -(x— 1) < 2, válida para 
todo x > 1, é absurda. Logo c(x) deve anular-se para algum 
x > 0. O conjunto dos números x > 0 tais que c(x) = 0 é 
fechado, já que c é contínua e c(0) > 0. Portanto, existe um 


menor número positivo para o qual c se anula. Chamamos tal 
número 5. 

A segunda fórmula de adição dá: c(2x) = e(x)2 — s(x)? = 
2c(x)2? — 1. Logo c(n) = —1, c(27) = 1 e, portanto, s(27) = 0. 
As fórmulas de adição, novamente usadas, mostram que s(x + 
27) = s(x) e c(x + 27) = c(x) para todo x ER. Ou seja, as 
funções s(x) e c(x) são periódicas, com período 27. 

Paramos aqui. O que fizemos parece-nos suficiente para in- 
dicar ao leitor como se pode desenvolver de modo puramente 
analítico a teoria das funções trigonométricas. Voltemos às séries 
de potências. 


oo oo i 
21. Embora as séries 5 anx* e 3 nanx™! tenham o mesmo 
n=0 n=1 
intervalo de convergência (—r,r), pode ocorrer que a primeira 


delas convirja num dos pontos +r e a segunda seja divergente 
n 


x a 
neste ponto. Por exemplo }_ — converge em [—1, 1] mas a série 
n 


oo xa! 
derivada, 5. 


n=l] 
se a série derivada converge num dos extremos do intervalo de 


convergência, então a série primitiva também converge nesse ex- 
tremo. (Por quê?) 


; diverge no ponto x = 1. Por outro lado, 


Passemos às operações aritméticas com séries de potências. 
Evidentemente, se Lanx” e Lbnx” convergem no intervalo (—r, r), 
sua soma também converge naquele intervalo. 

Suponhamos agora, mais precisamente, que T e s sejam res- 
pectivamente os raios de convergência de Lanx”" e Lbix”. Quan- 
do r < s, o raio de convergência de L(an + bn)x™ é r. Com 
efeito, esta série converge para todo x € (—r,rT) e, se tomarmos 
rT<t<s então Lat” diverge, enquanto Lb,t” converge, logo 
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H(a, + bn)t” diverge. 

Por outro lado, se Lanx”" e Lb x" têm o mesmo raio de 
convergência r, então a soma (an + bn)x” pode ter qualquer 
número > r como raio de convergência. Por exemplo, se os raios 
de Lanx”" e Lbax” são respectivamente r es, com T < s, então as 
séries E — ax” e (a, + b,)x” têm ambas raio de convergência 
rt mas sua soma Lbpx”, tem raio s. 

E o produto? Temos o 


Teorema 14. Se as séries de potências Lanx” e Lbax” con- 
vergem para todo x € (—r,Y) então, pondo cn = Qobn +1 bn. + 
--- + danbo, para cada x nesse intervalo a série Lex” é conver- 
gente e Lcnx” = (Lax")(Lbax”). 


Demonstração. O intervalo (—r,r) está contido no intervalo de 
convergência de cada uma das séries dadas. Logo Lax" e Lb,x” 
convergem absolutamente, para cada x € (—r,7). O enunciado 
segue-se do Teorema 24 do Capítulo IV. 

Como aplicação deste teorema e do Teorema de Abel, 
mostraremos agora que a multiplicação de séries pode ser 
efetuada sem admitir convergência absoluta, desde que o resul- 
tado seja uma série convergente. Isto estende o Teorema 24 do 
Capítulo IV. l 


oo oo 
Corolário. Dadas as séries convergentes 5) an e > bn, seja, 
n=0 n=0 


aro, 
para cada n, Cn = Gobn + Qibn-1 +++ + anbo. Se a série > cn 

n=0 
também for convergente, vale Lc, = (Zan) - (Eban). 


Com efeito, pelo Teorema de Abel, as funções f(x) = Zanx” 
e g(x) = Lb,x” são definidas e contínuas (pelo menos) para 
x € (—1,1]. O Teorema 14 nos dá, para todo x € (—1,1), 
f(x) - g(x) = Lex”. Novamente o Teorema de Abel implica: 


(La)(Eb,) = lim fix) - g(x) = lim ECN = EC: 


Se Lbax” não é identicamente nula, tem raio de convergência 
s e anx" tem raio de convergência r, com T < s, então a série 
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produto Lex” = (Lanx")(Lbyx”) tem raio de convergência 
> r. Mesmo se as séries dadas têm o mesmo raio de con- 
vergência, a série produto pode ter raio maior. Por exemplo 
T= 1 +x? N 
—— =(1-x)-E(-Ix” e = (14+x2). Ex” têm 
1+x? Ne 1—x = 
ambas raio de convergência 1. Mas o produto destas duas séries 
tem, evidentemente, raio de convergência infinito. 


Acabamos de ver que a soma e o produto de duas séries de 
potências ainda é uma série de potências. Ou, mais precisa- 
mente, se f(x) = Lax” e g(x) = b,x" para todo x € (—r,7) 
então os valores das funções f+g e f- g no intervalo (—r,T) ainda 
são dados por séries de potências: f(x) + g(x) = L{an + by)x” e 
f(x) - g(x) = Lux”, Cn = qb, +-+: + qndo. 

E o inverso de uma série de potências? 


Mostraremos agora que se f(x) = Lanx” para todo 
xe (—r,r) e f(0) = ao 0, então, num intervalo (—s,s) pos- 


sivelmente menor, a função é representada por uma série 


f(x) 
1 
de potências, isto é, tem-se To = b,x" para todo x E€ (—s,s). 
Aqui notam-se duas diferenças: a primeira é que o intervalo 
de convergência pode diminuir quando passamos de f a 1/f. Isto 
é irremediável devido aos possíveis zeros de f em (—r,r). Por 
exemplo, f(x) = 1 — x é uma “série de potências” convergente 
em toda reta, mas -—— = 1+x+x?+... converge apenas 


f(x) 


no intervalo (—1,1), o que é de se esperar, já que J não 


N 
tem sentido para x = 1. Às vezes a limitação do intervalo de 
convergência vem de surpresa, como no caso de f(x) = 1 +x2. 


1 
Novamente Tx) = TEx 


intervalo (—1,1) mas agora não podemos explicar esta restrição 
da mesma maneira, pois o denominador 1 + x? nunca se anula. 
(Bem, nunca se anula para x real. Mas se olharmos para a função 
de variável complexa 1 + z?, veremos que ela tem dois zeros com 


=1-x24+x*—... converge apenas no 
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valor absoluto |z| = 1, a saber: i e —i.) 
A segunda diferença é o fato de que não se tem uma fórmula 


simples para os coeficientes b, da série EA = bo + bix +... 
em função dos an- l 

Na prática, quando se precisa saber os valores dos bn, aplica- 
se o método dos coeficientes a determinar, que consiste em es- 


crever, sucessivamente: 
(ao + ax + ax? +... )(bo + bix + b2x? +...) = 1; 


aobo + (aob + a1bo)x + (aobz + abi + azbo)x? +- = 1; 


(*) aobo = 1, aob: + abo = 0, aob2 + ab: +azbo = 0,... 


A primeira equação, aobo = 1, dá bo = 1/ao. À partir daí, 
cada b, é determinado sucessivamente em função dos coeficientes 
o, 01,..., An € bo, by,..., bn, que foram obtidos nas equações 
anteriores. À hipótese ao Æ O assegura que o sistema de infinitas 
equações (*) possui uma solução única, obtida por recorrência. 

O leitor atento deverá ter observado que, para obter as equa- 
ções (*) a partir da igualdade anterior, foi utilizado o seguinte 
fato: se uma série de potências Ic,x” assume o valor 1 para 
todo x num certo intervalo (—s,s) então co = 1 e cen = 0 
para todo n > 1. Isto é um caso particular do princípio de 
identidade, ou teorema de unicidade para série de potências, 
análogo ao princípio de identidade de polinômios: se duas séries 
de potências convergentes no intervalo I assumem o mesmo va- 
lor Zanx™ = Lbyx” para todo x pertencente a um conjunto 
E C I que possui (pelo menos) um ponto de acumulação em I, 
então an = bn para todo n. Isto será demonstrado logo mais. 
Voltemos ao inverso de uma série de potências, cuja existência 
demonstraremos agora, sem usar o princípio de identidade, que 
apareceu apenas para indicar como se calculam os coeficientes 
do inverso. 

Temos, então, uma série de potências que converge, para todo 
x € (7,7), a um valor f(x) = Lanx”. Queremos provar que, 


[SEC. 3: SÉRIES DE POTÊNCIAS E 397 


se do = f(0) O, então existe uma série de potências Lbyx”, 
convergente num intervalo (—s,s) C (—r,T), tal que, para todo 
x € (—-s,s), se tem Lb,x” = 1/f(x). Evidentemente, basta 
considerar o caso do = 1. 

Ora, f é uma função contínua em ter: r). Como f(0) = 1, 
existe s > O tal que x € (-s,s) > |f(x) — 1| < 1. Para todo 
x € (—s, s) podemos, então, escrever 

1 1 


n E ig a | SS == = 2. 
o “Tea! td = Ato) =] 


=5 (1 (+ cut) 
n=0 k=1 


oo oo 
Pelo Teorema 14, podemos escrever ( mat) = x CnkX* 
(onde pomos cnk = 0 se k < n). Assim, para todo x ets S), 
temos e = 5 |} (—1)"cnkx*|. Se pudermos inverter a or- 


dem dos somatórios, obteremos, para todo x € (—s,s): 


mL [Eiio +, 


k=0 Ln=0 


o que exprimirá 1/f(x) como série de potências no intervalo 
(—s,s). (Os coeficientes são by = 5 (—1)"cux.) Para justificar 
k 


a inversão da ordem de somação, apelamos para o Teorema 8, o 

qual exige que, para todo n, > |cnkx*]| convirja (o que é óbvio, 
k 

em se tratando de uma série de potências) e que 5 (5 |enxx*]) 


n 
também convirja, o que não é tão evidente assim. Provemos este 


fato. 
A série ọ(x) = }_|aklx* tem o mesmo raio de convergência 
k 
que Layx*. Além disso, q(0) = |ao| = 1, de modo que pode- 
mos diminuir o número s > O de tal modo que lp(x) — I| < 1 
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e |f(x)— I| < 1 para todo x € (-s,s). Para tais x e to- 
oo n 

do n € N, podemos escrever [p(x) — 1J" = fz det) = 
k=1 


(x jaane) = 5 dnkx*. Como a série 5 Iy(x) — 1" con- 


k>1 k>]1 n=0 


da 
verge para todo x € (—s, s), vemos que a série 5) [53 dwx* | é 
n=0 Ák21 
convergente para todo x € (—s,s). Concluiremos a convergência 
de a (= Icnex*| | se provarmos que lenk] < dnk para todo n e 


todo k. Isto se faz por indução em n. O caso n = 0 é óbvio. Seja 
n > 0 e suponhamos que |cnel < dnk para todo k. Provemos que 
isto implica |cny1,x] < dny, para todo k. Estes números são 
definidos pelas relações 


(x ave) = > Cnx* e (a lant) = > dnkx*. 
k k k k 


Notando que 


(rot) (200) (708) 
= (5) (7 a 


Cn+1,k = GoCnk + QICnk— +: + GkCno. 


o Teorema 14 nos dá: 


Analogamente: 
dn+1,k = laoldnk + laildn -1 +--- + lakldno- 
Usando a hipótese de indução, obtemos 


[enk] < laollenkl +- - -+ lakllenol 
< [aojdnk +-+- + jakldno = dark 
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Isto conclui a demonstração. 
Em resumo, temos o 


Teorema 15. Seja Lanx” uma série de potências que converge 
ao valor f(x), para todo x E (—r,r). Se ao £ 0, então existem 
s > 0 e uma série de potências Lbnx” que converge, para todo 
x €e(—s,s), ao valor 1/f(x). 


4 Funções analíticas 


Retomaremos agora a noção de função analítica, que foi in- 
troduzida no 84, Capítulo VIII. 

Uma função f: I > R, definida num intervalo aberto I, chama- 
se analítica quando é de classe C” e, para todo xo € I, existe 
T >Q tal que x € (xo — T, Xo + T) implica que x € I e que 


f™{(xo) 


f(x) = f(xo) + f'(xo) -(x— xo) +--+ a 


(x — xo)" +... 
Assim, o valor de uma função analítica em cada ponto é dado 
por uma série de potências, a saber, uma série de Taylor. Ora, 
pelo corolário do Teorema 13, toda função representada por uma 
série de potências é de classe C® e, se f(x) = Zan - {x — xo)”, 
f™ (xo) 


5 isto é, toda série de potências é uma série 
n! 


então an = 
de Taylor. 

Podemos então simplificar a definição anterior e dizer que 
uma função f: I — R, definida num intervalo aberto, é analítica 
quando, para cada xo€EI, existem r>0, com {Xo — T, Xo + T)CI, e 
uma série de potências Lan(x — xo)” tal que, para todo 
x € (xo — T, Xo + r), vale f(x) = Ean(x — xo)”. 

Em resumo, uma função f: I — R é analítica quando, na 
vizinhança de cada ponto xo € I, o valor de f é dado por uma 
série de potências do tipo Lan - (x — xo)”. Note que a série varia 
com o ponto xo (já que seus coeficientes são expressos em função 
das derivadas f™{xo)). Mais ainda: mesmo que a função seja 


400 [CAP. X: SEQUÊNCIAS E SÉRIES DE FUNÇÕES 


analítica em toda a reta, sua série de potências em torno de um 
ponto xo não precisa convergir em toda a reta. 

A soma e o produto de funções analíticas f, g: I > R é uma 
função analítica em I. Com efeito, para cada xo € I temos 
f(x) = Ean -(x— xo)" se |x — xo] < Te g(x) = Eba - (x — xo) 
se |x — xo] < s. Seja t = min{r, s}. Então, se |x — xo| < t, valem: 
f(x) + g(x) = Zan +bn)(x—xo)™ e f(x) - g(x) = Len -(x— xo)", 
com Cn = Gobn+---+anbo. Em particular, como uma constante 
e a função x são evidentemente analíticas em R, tòdo polinômio 
é uma função analítica em R. 

Também se f: I > R é uma função analítica que não se anu- 
la em ponto algum de I, seu inverso 1/f é uma função analítica 
em I, em virtude do Teorema 15. Em particular, uma função 
p(x) 
q(x) 


em todo intervalo aberto onde não se aņula o denominador. As- 


racional f(x) = (quociente de dois polinômios) é analítica 


sim, por exemplo, a função f(x) = é analítica em toda 


1 +x? 
a reta. A série de potências desta função em torno do ponto 


xo = 0, ou seja, a série L(—1)"x?", só converge no intervalo 
(—1,1) mas o Teorema 15 garante que, para todo xo € R, existe 
uma série de potências La, - (x — xo)”, convergente num certo 


intervalo (xo — T, Xo + 7), tal que zz = Lan (x — xo)” para 


1+x 


todo x em tal intervalo. Os coeficientes a, podem ser obtidos 

pelo método dos coeficientes a determinar, a partir da igualdade 
o 

1=(14+x)). 5 an(x-— xo)”. Para usar o princípio de iden- 


n=0 
tidade de séries de potências, (que ainda não foi demonstrado!) 


devemos, antes de mais nada, desenvolver 1 +x2em potências de 
x — Xo, O que é fácil: 


14x? = 1+ [(x— xo) + x] = 1 + x + 2xo(x — xo) + (x — xo). 
Em seguida, escrevemos 


1=fħf -+ x + 2xo{x — xo) + (x — xo)? - lao + aı (x — xo) 
+az(x— xo) +...], 
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efetuamos o produto indicado no segundo membro, e igualamos 
os coeficientes das mesmas potências de x— xo nos dois membros 
da igualdade. 

Para completar a relação entre funções analíticas e séries de 
potências devemos mostrar que se a série Lan -(x— xo)” converge 
para todo x € (xo—r,xo-+r) então a função f: (xo—r, xo+r) DR, 
definida por f(x) = Lan -(x— xo)”, é analítica. (Não, caro leitor. 
Isto não está incluído na definição de função analítica. Devemos 
mostrar que, para todo xı € (xo — T,Xo +T), existe uma série de 
potências da forma Lb,-(x—x1)”, que converge, numa vizinhança 
de xı, para a soma f(x).) Por simplicidade, suporemos xo = 0 e 
o fato em questão resulta do 


Teorema 16. Seja f: (—r,r) DR definida por f(x) = La, x”. 
Para todo xo € (-r,r), existe uma série de potências 
Lba-(x—xo)” tal que f(x) = Lba-(x— xo)” selx—xo| <r—Ixol. 


Demonstração. Se |x — xo| < r — |xo| então |xol + |x — xol < T. 
Logo a série Zanx™ converge absolutamente para x = |xo| + |x — 
xol, isto é, Llanl(Ixol+|x—xo|)” < +00. Pelo Binômio de Newton, 


vem 
n Ee 
Ç lan: 3 a Ixo[" = = x —xol* < +00. 


n>0 


Isto justifica a inversão da ordem de somação abaixo: 


S 


n20 
= D an * [Xo + (x — xo)]™ = (binômio de Newton) 
n>0 
= T an: 5 Jax “(x— xo)! = (inversão de ordem) 
n>0 k=0 l 
oen i 
=>. ba a(o "l (x— xo)" = J_ bk (x— xo)" 
k>0 |[n>k k20 
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Uma das propriedades que distinguem as funções analíticas 
das funções C” é dada pelo 


Teorema 17. Se uma função analítica f: I — R se anula, jun- 
tamente com todas as suas derivadas, num ponto de I, então f 
se anula em todos os pontos de I. 


Demonstração. Seja À o conjunto dos pontos de I nos quais f 
se anula juntamente com todas as suas derivadas. Afirmamos que 
A é aberto. Com efeito, tomemos xo € A. Como f é analítica, 
existe um intervalo aberto J C I, de centro xo, tal que f(x) = 

f™ (xo) 


=- (x — xo)” para todo x € J. Como f™ (xo) = O para 


n>0 
todo n > 0, concluímos que f(x) = 0, seja qual for x € J. Segue- 
se daí que todas as derivadas de f se anulam nos pontos de J e 
portanto A é mesmo aberto. Agora consideremos o conjunto B, 
formado pelos pontos x € I nos quais alguma derivada f™ (x) é 
diferente de zero. (Isto inclui n = 0, ou seja, f(x) # 0 > x € B.) 
Como tal derivada é uma função contínua, se xo € B, isto é, se 
f™{(xo) £ 0 para algum n > 0, então existirá um intervalo J, de 
centro xo, tal que f™ (x) £ 0 (mesmo n) para todo x € J. (Veja 
o corolário do Teorema 3 Capítulo VII.) Portanto B também é 
um subconjunto aberto de I. Ora, é evidente que I = AUB, com 
ANB =. Por hipótese, A não é vazio. Pelo corolário na pág. 
169, concluímos que B = 6, ou seja, A = I, o que demonstra o 
teorema. 


Corolário. Sejam f,g: I > R analíticas. Se, para algum xo E I, 
tem-se 0) (xo) = g™ (xo), n = 0,1,2,..., então f(x) = g(x) 
para todo x € Í. 


Lema. Seja f uma função Cº num intervalo I. Seja X C I um 
conjunto com um ponto de acumulação xo € I. Se f(x) = 0 para 
todo x E X, então f™ (xo) = O para todo n > 0. 


Demonstração. Seja (xn) uma segiiência crescente ou decres- 
cente de pontos de X, com limx, = xo. (A demonstração do 
Teorema 7, Capítulo V, nos dá apenas |xn,1 — xol < |xn — xol, 
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mas, tomando apenas os xn de um mesmo lado de xo, obte- 
mos uma sequência monótona.) então f(xo) = lim f{(xn) = 0. 
f — fix 
Além disso, f(xo) = lim lim) — fixo) (xo) 
> Xn — Xo . 
de Rolle existe, para cada n, um ponto yn, situado entre Xn 
e Xny1, tal que f'(yn) = 0. A seqüência (yn) assim obtida 
é estritamente monótona, com limyn = xo. Logo f“(xo) = 


I PE 
tim f(n) — f'(x) 
n — Xo 


de f se anulam no ponto xo. 


= 0. Pelo Teorema 


= 0. E assim por diante: todas as derivadas 


Teorema 18. Seja f: I5R uma função analítica tal que f(x)=0 
para todo x € X, onde X C I é um conjunto com um ponto de 
acumulação xo E I. Então f(x) = 0 para todo x € I. 


Demonstração. Pelo Lema, temos f™(xo)=0 para todo n>0. 
O corolário do Teorema 17 nos dá f(x) = 0 para todo x € I. 


Corolário 1. (Princípio de Identidade para funções analíticas.) 
Sejam f, g: I > R funções analíticas e X C I um conjunto com 
um ponto de acumulação em I. Se f(x) = g(x) para todo x € X 
então f =g. 


Corolário 2. (Princípio de Identidade para séries de potências.) 
Sejam Lanx” e Lbnx™ séries de potências convergentes no in- 
tervalo {—r,T) e X C (—r,r) um conjunto com um ponto de acu- 
mulação nesse intervalo. Se Lax” = Lbax” para todo x E X 
então an = bn paran=0,1,2,... 


Com efeito, as funções f(x) = Lax” e g(x) = Ebax” são 
analíticas no intervalo {—r,r). Pelo Corolário 1, temos f(x) = 
g(x) para todo x € (—r,r). Daí resulta que f(M(0) = g™(0) 

fœ@(0) _ g™(0) 


para todo n > 0. Portanto, an = TS a — para 
todo n > 0. ` ' ; 
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Nota sobre funções complexas (Leitura opcional) 


A composta g o f de duas funções analíticas g e f é ainda 
analítica. Este é um fato importante, que não demonstraremos 
aqui. (O leitor pode fazê-lo, usando a mesma técnica da 
demonstração do Teorema 15, ou seja, a substituição de uma 
série de potências em outra.) Vamos indicar como se pode de- 
duzir este fato a partir da noção de função analítica complexa. 
(A teoria das funções analíticas de uma variável complexa é uma 
das continuações naturais dos estudos iniciados neste livro.) 


A noção de derivada de uma função complexa de variável 


complexa é definida formalmente da mesma maneira que a deriva- 
da de uma função real: f'(z9) = lim dio) 
z= Z— Zoo 
limite exista. Mas há uma diferença fundamental em relação 
ao caso real. Algo de maravilhoso acontece: se uma função 
f: U — C possui derivada em todos os pontos de um aberto U do 
plano complexo C, então sua derivada f'(z) é automaticamente 
contínua em U. Mais ainda, existem f” (z), f” (z) e as derivadas 
de todas as ordens em todos os pontos z € U. Assim, f derivável 
num aberto U implica f € C®. Isto, porém, não é tudo: f é 
analítica! Ou seja, todo zo € U é centro de um disco de raio r, 
f™ (zo) 
n! 


, desde que este 


contido em U, tal que |Àz— zo} < r => f(z) = 5. (z—zo)”. 


n>o 
Reciprocamente, se f(z) = Lan(z— zo)" é dada por uma série de 
potências, convergente no disco |z — zo| < r, então f é derivável 
(e, portanto, analítica) nesse disco. Assim fica fácil provar, por 
exemplo, que a inversa 1/f(z) de uma função analítica complexa 
f(z) (que nunca se anula) é analítica. Basta verificar que 1/f tem 


£ 
À : ; E t 
derivada, a qual é fornecida pela fórmula (G como no 


PASATA 
caso real. Também é fácil provar que a composta g o f de duas 
funções analíticas complexas é analítica. De fato, sendo g e f 
deriváveis, g o f é derivável, com (go f)'(z) = g'(f(z)) - f(z). 
Mas que tem isso a ver com funções analíticas reais? Tem a 
ver que se a série de potências Lanx” (real) converge no intervalo 
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(—r, r) então a série de potências Zanz™ converge no disco aberto 
lzi < r. Daí resulta que toda função analítica real f: I — R se 
estende a uma função analítica complexa F: U — C, onde U é 
um aberto do plano complexo C, tal que UN R = I. l 
Note-se que, por ser uma extensão de f, F transforma números 
reais em números reais. Isto significa que, se F(z) = Lan(z— xo)” 
é a expressão de F em série de potências em torno de um número 
real xo, então os coeficientes a, são reais. Isto fornece um 
método de demonstração para teoremas sobre funções analíticas 
reais, usando propriedades das funções complexas. Por exem- 
plo: suponha-que f: I > R é analítica e f(x) É O para todo 
x € I. Então, tomando um aberto U suficientemente pequeno, 
com I c U c C, teremos ainda F(z) £ O para todo z € U. 


Logo (como vimos acima) =: U > C é analítica. Para x € U 


real, evidentemente é real. Logo a restrição de E 


F) t) 

1 
a I = UNR é uma função analítica real, igual a F Outro e- 
xemplo: sejam f e g funções analíticas reais, tais que g o f tem 
sentido. Estendendo-as, obtemos funções analíticas complexas F 
e G, cuja composta G o F, é analítica porque é derivável. Para 
x real, (Go F)(x) = G(F(x)) = g(f(x)) é real. Logo g o f é uma 
função analítica real. l 


5 Eqüicontinuidade 


Nosso objetivo agora é determinar sob que condições a respei- 
to de um conjunto E de funções contínuas (todas com o mesmo 
domínio) pode-se garantir que qualquer seqüência com termos 
fn € E possui uma subseqüência uniformemente convergente. 
Este tipo de questão ocorre com certa freqüência em Análise: 
basta citar o Cálculo das Variações, a Teoria das Equações Dife- 
renciais e as Funções de uma Variável Complexa. 

Se, em vez de um conjunto de funções contínuas, tivéssemos 
um subconjunto E C R, veríamos logo que, a fim de que toda 
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segiiência de pontos x, E E possua uma subsegiiência conver- 
gente, é necessário e suficiente que E seja um conjunto limita- 
do de números reais. Voltando a um conjunto E de funções 
contínuas f: E — R, seríamos tentados a usar a limitação como 
resposta. O Exemplo 4 mostra, entretanto, uma sequência de 
funções contínuas fn: [0,1] > R, tais que O < f(x) < 7 para 
todo x € [0,1] e todo n € N. Mas (fn) não possui subsegiuência 
uniformemente convergente. (Com efeito, tal subsegiência de- 
veria tender uniformemente para zero, o que é impossível, pois 


cada fn assume o valor 7 em algum ponto do intervalo [0, 1].) 


Não basta então que as funções f € E tomem valores no 
mesmo intervalo limitado para que toda sequência em E pos- 
sua uma subseqüência uniformemente convergente. É preciso 
uma hipótese adicional, que introduziremos agora: a equicon- 
tinuidade. 

Seja E um conjunto de funções f: X > R, todas com o mesmo 
domínio X C R. Dado xo € R, diremos que o conjunto E é 
eguicontínuo no ponto xo quando, dado arbitrariamente e > 0, 
existir ô > 0 tal que i 


x € X, Ix—xo| < 6 => |f(x)—f(xo)| < £ qualquer que seja f EE. 


O fato crucial a respeito desta definição é que, além de todas 
as funções f serem contínuas no ponto xo, o número ô escolhido a 
partir do € dado é o mesmo para todas as funções f do conjunto 
E. 

Diz-se que (fn) é uma segiência egiicontínua no ponto 
Xo E€ X quando o conjunto E = (fy,f>,...,fn,... ) é equicontínuo 
no ponto xo. 

Na terminologia do 82, dizer que a segiência de funções 
fa: X > R é egiicontínua no ponto xo € X equivale a afirmar 
que lim falx) = fn(xo) uniformemente em relação a n. 

Vamos considerar apenas, no que se segue, conjuntos de fun- 


ções f: X — R que são equicontínuos em todos os pontos de 
X. Quanto à equicontinuidade num único ponto, observaremos 
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apenas a seguinte conseqüência da Observação 2 após o Teorema 
3: se uma seqüência de funções fn: X — R é eqüicontínua no 
ponto xo e lim fn = f simplesmente em X, então f é contínua no 
ponto xo. 

Um conjunto E de funções f: X — R chama-se eqüicontínuo 
quando E é equicontínuo em todos os pontos xo E€ X. Analoga- 
mente, uma sequência de funções fn: X — R diz-se egiicontínua 
quando é equicontínua em todos os pontos xo € X. 


Exemplos. 


22. Se X C R é um conjunto discreto então qualquer conjunto E 
de funções f: X > R é equicontínuo. 


23. O conjunto formado por uma única função contínua f:XsR 
é evidentemente equicontinuo. Se os conjuntos E;,..., En, for- 
mados por funções reais com o mesmo domínio X C R, são 
equicontínuos no ponto xo € X, então a reunião E = EjU-- UE, é 
um conjunto equicontínuo no ponto xo. Com efeito, dado £ > 0, 
existem ô >0,...,0n > Otaisquex E€ X, |x—xo] < 8 > |f(x) — 
f(xo)| < £ para toda f € E. Tomemos ô = min(64,...,8n). É 
claro que x € X, |x—xo| < 6 > If(x) — f(xo)| < E, qualquer 
que seja f € E=EU--- U En. Em particualr, se as funções 


fi,...,fn: X — R são contínuas no ponto xo E X, então o con- 
junto E = (fy,..., fn} é equicontínuo neste ponto. Finalmente, 


se E é um conjunto equicontínuo no ponto xo e FC E então F 
também é equicontínuo neste ponto. 


24. Se uma segiência de funções contínuas fn: X — R con- 
verge uniformemente para f: X — R então o conjunto E = 
Tf,fi,.. fm)... ) é equicontínuo. Com efeito, seja xo € X. Co- 
mo sabemos, f é continua. Dado € > 0, existem no € N 


e ô > 0 tais que n > no > Hfilx) — f(x)| < n para todo 
x E€ X; x E X, x — xol < 6 > |fi(x)— fi(xo)| < £ para todo 
i = 1,2,..., no e lf(x) — f(xo)l < 5. Então, quando n > no, 
as condições x € X, |x — xo| < 6 implicam |fn(x) — fa(xo)l < 
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[Fnlx) — f(x)] + F(x) — f(xo)| + lf(xo) — fn(xo)| < e. Isto es- 
tabelece a equicontinuidade do conjunto E no ponto arbitrário 
xo E€ E. Usamos este fato para concluir que a sequência de 


funções fa(x) = centros) 
servamos ainda que, sendo a equicontinuidade uma propriedade 
local, a sequência de funções contínuas fn: X — R é equicontínua 
desde que cada ponto xo € X seja centro de um intervalo I tal 
que (fn) convirja uniformemente em IN X. Assim, por exemplo, 


é equicontínua em toda a reta. Ob- 


Z 


ETA tod da = A x 
a sequência de funções gn: R > R, definidas por gn(x) = a é 
equicontínua na reta R, pois a convergência gn — O é uniforme 
em cada parte limitada X C R, embora não o seja em toda a 
reta. 


25. A seqüência de funções contínuas fn(x) = n - x, definidas 
em toda reta, não é equicontínua em ponto algum xp € R. Com 


efeito, dado € = 7 qualquer que seja ô > O podemos obter 
1 1 
n € N tal que =: < ô e então o ponto x = xo + = cumpre 


1 
[x — xol = = < ô mas |falx) ~`fn(xo)] =1 >e. 


26. A segiiência de funções fn: R — R, definidas por fn(x}) = 
sen(nx), não é eqüicontínua em ponto algum xo € R. Com 
efeito, seja e = 1/2. Dado qualquer ô > 0, tomemos n € N 
27 
tal que — < ô. Mostremos que se pode encontrar x, com 
|x — xol < 6 e |falx) — falxo)] > £. Começamos escolhendo 
um número b € [—1,1] tal que |b — sen(nxo)| >.1. Quando x 
; 3 2x 
varia de xo até xo + —, O ponto nx varia entre nxo € Nxo +27, e, 


portanto, sen(nx) assume todos os valores entre —1 e +1. Logo 
A 2x 
existe x E€ |xo,Xo + FE tal que sen(nx) = b. Para tal valor de 


x, temos |x — xo] < ô e |fn(x) — fn{xo)| = |b — sen(nxo)| > 1 > e. 
Concluímos então, pelo Exemplo 24, que a segiência (sen(nx)) 
não converge uniformemente em intervalo algum da reta. Na re- 
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alidade, o leitor pode notar que o argumento usado acima mostra 
que nenhuma subsegiiência de (sen(nx)) é equicontínua em pon- 
to algum da reta e, por conseguinte, nenhuma subseqiiência con- 
verge uniformemente em intervalo algum. 


27. O exemplo mais comum de conjunto eguicontínuo é o seguinte. 
Tem-se um conjunto E de funções deriváveis num intervalo I e 
uma constante c > O tal que |f'(x)| < c para toda f € E e todo 
ponto x € I. Então E é equicontínuo. Com efeito, seja xo € I. 
Dado £ > 0, tomemos ô = É SexeTétal que |x—xo| < 6 então, 


pelo Teorema do Valor Médio, temos |f(x)—f(xo)| < clx—xo] < £, 
para toda f € E. Mais geralmente, o mesmo argumento mostra. 
que E é equicontínuo desde que, para cada ponto x € I, existam 
uma constante cx > 0 e um intervalo Jy tais que x € Jx C le 
If (y)|< cx para todo y € Jx e toda f € E. 


28. Como caso particular do exemplo anterior, seja F um conjun- 
to de funções f: I — R, contínuas no intervalo I. Suponhamos 
que exista uma constante c > O tal que |f(x)| < c para todo x € I 
e toda f € F. Então, fixado um ponto a € I, o conjunto E das 
integrais indefinidas ọ: I — R, ọ(x) = Ja t(t) dt, das funções 
de F é eqüicontínuo. Com efeito, para todo x € I e toda ọ E E, 
temos Ip (x)| = |f(x)| < c. 

Um conjunto E de funções f: X — R chama-se uniforme- 
mente egiicontínuo quando, para cada E > 0 dado, existe ô > O 
tal que x,y EX, x—yl< 6 => f(x) — f(y)| < £, seja qual for 
TERE : 

Por exemplo, se as funções de E são deriváveis no intervalo 
lelf'(x)| < c para toda f € E, como no Exemplo 27, então E é 
uniformemente equicontínuo. 

Uma única função contínua mas não uniformemente contínua 
fornece um exemplo de conjunto que é equicontínuo, porém não 
uniformemente. 


Teorema 19. Seja K CR compacto. Todo conjunto eqüicontí- 
nuo de funções f: K — R é uniformemente egiicontínuo. 
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Demonstração. Seja E um conjunto equicontínuo de funções 
f:K>R. Se E não fosse uniformemente eqiuicontínuo, podería- 
mos obter € > 0 e, para cada n € N, pontos Xn, Yn E K e uma 
função fn € E, tais que [xn — Un] < R mas |fn{Xn)— fa(Un)l > e. 
Passando a uma subseqüência, se necessário, poderíamos (em 
virtude da compacidade de K} supor que xn —> x € K e, como 
1 ; E 
lyun—Xnl < —, teríamos também yn — x. Como E é equicontínuo 
n 
no ponto x, existe ô > O tal queiz—x|<b ze K, fe E> 
E 
lf(z) — f(x)l < —. Ora, para todo n suficientemente grande, 
viriam |xn — x| < ô e lyn — x| < 5, donde |fa(xn) — Troll < 


E E us 
Fnlxa) — fax) + fnlx) — fa(yn)| < 7*3 = £, uma contradição. 
Mostraremos agora que, para conjuntos equicontínuos, con- 
vergência simples implica convergência uniforme das partes com- 


pactas. Na realidade, algo mais é verdadeiro, como mostra o 


Teorema 20. Se uma segúência eqüicontínua de funções 
fn: X — R converge simplesmente num subconjunto denso 
D C X, então fn converge uniformemente em cada parte com- 
pacta KC X. 


Demonstração. Dado e > O, mostraremos que existe no E€ N 
tal que m, n > no > |fm(x) — fn(x)| < £ para todo x € K. Com 
efeito, para todo dED existe naEN tal que m, n>na > |fm(d) — 


E 
fadal < 3º Além disso, para todo y € K, existe um intervalo 


aberto Jy, de centro y, tal que x,z E€ XNJy > |fn(x) —fn(z)| < 5, 
qualquer que seja n € N. Como K é compacto, da cobertura K C 
U Jy podemos extrair uma subcobertura finita K C J1 U -++ U Jp. 


Y 
Sendo D denso em X, em cada um dos intervalos J; podemos 
escolher um número di € Ji N D. Seja no = max{na;,... Nap t- 
Então, se m,n > No e x E K, deve existir i tal que x € Ji. Logo 


+ ln (di) — fn(x)l. 
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Portanto m, n > no, X E K > |fmlx) — fn{x)| < e. Assim, fn 
converge uniformemente em K, pelo Teorema 1. 


. Exemplo 29. Se uma sequência de funções fn: I > R, de- 
riváveis no intervalo I, converge simplesmente em I para uma 
função f e, além disso |f} (x)| < c para todo n e todo x € I, 
então a convergência é uniforme em cada parte compacta de i 
Assim, por exemplo, a sequência de funções fa(x) = x"(1 — x"), 
que converge simplesmente, mas não uniformemente, para zero 
no intervalo [0,1], só o faz porque as derivadas f/ (x) não são 
uniformemente limitadas por uma constante em [0, 1]. 

Um conjunto E de funções f: X — R diz-se simplesmente 
limitado (ou pontualmente limitado) quando para cada x € X 
existe um número c, > O tal que |f(x)| < cx para toda f € E. 

Geometricamente, isto significa que, levantando uma vertical 
por cada ponto x € X, os gráficos das funções f € E cortam essa 
vertical num conjunto limitado de pontos. 

Por exemplo, todo conjunto finito de funções é simplesmente 
limitado. 

Um conjunto E de funções f: X > R diz-se uniformemente 
limitado quando existe c > 0 tal que |f(x)| < c para toda f € E 
e todo x e X. 

Isto significa que os gráficos das funções f € E estão todos 
contidos na faixa —c < y < c. 

Uma função não-limitada é um exemplo de um conjunto sim- 
plesmente, porém não uniformemente, limitado. 

Uma seqüência (fn) diz-se simplesmente (ou uniformemente) 
limitada quando o conjunto (fi, f2, . . . } for simplesmente (ou uni- 
formemente) limitado. 


Exemplo 30. Se cada função fn: X > R é limitada e fna > f 
uniformemente em X então f é limitada e (fn) é uma segiiência 
uniformemente limitada. Com efeito, existe no € ÑN tal que 
n > no > |fa(x)—f(x)| < 1 para todo x e X. Daí resulta |f(x)| < 
Ifans (x)|+1 para todo x € X. Como fn, é limitada, o mesmo se dá 
com f. Seja c > O uma constante tal que |fn(x})| < c para todo 
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x € Xe todon < no. Suponhamos ainda que |f(x)| < c para 
todo x € X. Se for n > no, temos |f,(x)| < If(x)l-H1 < c+1 para 
todo x € X. Assim sendo, podemos garantir que |fa(x)) <c +1 
para todo n € N e todo x € X. 


Teorema 21. (Cantor-Tychonov). Seja X C R enumerável. 
Toda seqüência simplesmente limitada de funções fna: X > R 
possui uma subseqüência simplesmente convergente. 


Demonstração. Seja X={x1, X2,...} A seqüência (fn(xı))neN, 

sendo. limitada, possui uma subseqüência convergente. Assim, 

podemos obter um subconjunto infinito N, C N tal que exis- 

te o limite q = dim fn(xı). Também é limitada a sequência, 
1 


(fnlx2))nen,- Logo podemos achar um subconjunto infinito | 
No C N; tal que o limite q = lim fn(x2) existe. Prosseguindo 
nEN2 


analogamente, conseguimos, para cada i € N, um subconjunto 

infinito Ni C N, de tal forma que N) DN2D.-- DN D...e, 

para cada i, existe o limite a; = lim fa(xi). Definimos então um 
nen; 


subconjunto infinito Nº C N tomando como i-ésimo elemento de 
N* o i-ésimo elemento de N,. Desta maneira, para cada i € N, a 
sequência (fi (x;))nen» é, a partir do seu i-ésimo elemento, uma 
subsegiiência de (fn(x:))nen, e, portanto, converge. Isto prova 
que a subsequência (fn)nen- converge em cada ponto xi E X, o 
que demonstra o teorema. ` 


Teorema 22. (Ascoli-Arzelá). Seja K C R compacto. Toda 
segiiência egriicontínua e simplesmente limitada de funções 
fn: K > R possui uma subsegiência uniformemente convergente. 


Demonstração. Invocando o Teorema 6 do Capítulo V obte- 
mos um subconjunto enumerável X C K, denso em K. Pelo 
Teorema 21, (fn) possui uma subsegiiência que converge sim- 
plesmente em X. A mesma segiência converge uniformemente 
em K, pelo Teorema 20. 


Corolário. Seja I um intervalo aberto. Toda segiiência equi- 
contínua e simplesmente limitada de funções fna: I > R possui 
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uma subsegiiência que converge uniformemente em cada parte 
compacta de I. 


Segue-se evidentemente do Teorema 22 que, para cada parte 
compacta K C I, existe uma subsequência de (fn) qué converge 
uniformemente em K. Mas isto não basta. O corolário exige 
a existência de uma única subseqüência que convirja em todas 
as partes compactas de I. Para obtê-la, usaremos novamente o 
“método da diagonal?” de Cantor, que foi empregado na demons- 
tração do Teorema 21. (Veja também o Teorema 11, Capítulo 
II.) 

Começamos escrevendo I = UK,;, reunião enumerável de com- 
pactos Ki, tais que K; C int Ki}. Então cada compacto K C I 
está contido em algum dos K;. (Prova: os interiores dos Ki; 
formam uma cobertura aberta de K, da qual se retira uma sub- 
cobertura finita, K C int K, U---Uint Kin, comi <<. 
Logo K C Kin, como queríamos.) 

Usando sucessivamente o Teorema 22 obtemos, como na de- 
monstração do Teorema 21, uma sequência decrescente de con- 
juntos infinitos de números naturais N: DN DND... de 
modo que, para cada i € N, a subsegiência (fn)nen, convirja 
uniformemente em Kı. Formamos o conjunto N*, cujo i-ésimo 
elemento é igual ao i-ésimo elemento de N; e concluímos (como 
no Teorema 21) que a subsegiiência (f, )nen* converge uniforme- 
mente em cada Ki. Como todo compacto K C I está contido em 
algum Ki, o corolário está demonstrado. 

O Teorema 22 contém a parte mais útil da proposição seguinte, 
que é mais completa e também poderia ter sido chamada “Teo- 
rema de Ascoli-Arzelá”. 


Teorema 23. Seja E um conjunto de funções contínuas definidas 
no compacto K CR. Às seguintes afirmações são equivalentes: 


(1) E é egiiicontínuo e uniformemente limitado; 


(2) E é egiiicontínuo e simplesmente limitado; 
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(3) Toda segiência de funções fn € E possui uma subsegúência 
uniformemente convergente. 


Demonstração. É evidente que (1)=(2) e, pelo Teorema 22, 
que (2)=5(3). Resta, portanto, mostrar que (3)=(1). Proce- 
damos por absurdo. Supondo (3) e admitindo que E não fosse 
equicontínuo em algum ponto xo € K, existiria um £ > O para 
o qual poderíamos obter uma sequência de pontos x, € K, com 
xn — xol < — e funções fa € E tais que |fa(xn) — falxo)l > €, 
para todo n € N. Passando a uma subsegiiência, se necessário, 
(em virtude da hipótese (3)) podemos admitir que fn — f uni- 
formemente em K. Então (veja o Exemplo 24) a sequência (fn) 
é eguicontínua: existe ô > O tal que x € K, Ix—- xo] < ô > 
falx) — fn(xo)] < £ para todo n € N. Em particular, tomando 
n > É obtemos |xn — xo] < ô, donde |fn{xn) — fulxo)l < £, o 
que é uma contradição. Logo (3) implica que E é eqüicontínuo. 
Mostremos, finalmente, que E é uniformemente limitado. De fa- 


to, se não fosse assim existiria, para cada n € N uma função 
fn € E tal que sup|fn{x)| > n. Então nenhuma subseqüência de 
xEK . 


(fna) seria uniformemente limitada, o que contradiz (3), em vista 
do Exemplo 30. 


Como aplicação do Teorema de Ascoli-Arzelá, vejamos um 
exemplo simples de um problema de “máximo e mínimo” no 
qual, ao contrário do caso comum em Cálculo, em vez de um 
ponto busca-se uma função que torne máxima ou mínima uma 
certa expressão. O estudo desses problemas constitui o chama- 
do Cálculo das Variações, onde o Teorema de Ascoli-Arzelá é 
um instrumento útil para demonstrar a existência de soluções. 
Começaremos com um caso sem solução. 

Seja F o conjunto das funções contínuas f: [—1,1] — [0,1] 
tais que f(—1) = f(1) = 1. A cada função f € F associemos o 
número A(f) = Ji, f(x) dx, área compreendida entre o gráfico 
de f e o eixo das abscissas. 
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A(f) éa área hachurada 


O problema consiste em achar fo € F tal que a área A(fo) 
seja mínima, isto é, A(fo) < A(f) para toda f € F. Tal função 
fo não existe. 

Com efeito, para cada n € N a função fa: 1,1] > [0,1], 
definida por fn(x) = x?”, pertence a F. Como se vê facilmente, 
A(fn) = 2/(2n + 1). Logo, A(fo) < A(f) para toda f E F 
implicaria A(fo) < A(fn) para todo n e, portanto, A(fo) = 0. ` 
Mas A(fo) > O se fo € F. Assim o problema proposto não tem 
solução. Em outras palavras: existem funções f € F tais que A(f) 
seja tão pequeno quanto se queira, mas nenhum valor A(fo) é 
menor que todos os outros. Note que F não é equicontínuo. 

Reformulando a questão, fixemos uma constante c > 0 e 
consideremos o conjunto E. formado pelas funções f: [--1,1] > 
[0,1] tais que f(—1) = f(1) = 1 e, além disso, |f(x) — f(y)| < 
clx — y| para quaisquer x, y € [-1,1]. Mostraremos, usando o 
Teorema de Ascoli-Arzelá, que (para cada c > O dado) existe 
uma função fc € E tal que A(f.) < A(f) para toda f € E.. Ou 
seja, a área A(fc) é mínima entre todas as áreas A(f), f € Ee. 

Com efeito, seja Lc = inHA(f); f € Ec). Para cada n EN 
existe fn € E. tal que e < A(f,) < H+. Então dim Alfa) = 


Ho. 
O conjunto E. é egiicontínuo, uniformemente limitado e, 
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além disso, se uma sequência de funções pertencentes a E. con- 
verge em cada ponto de [—1,1], o limite ainda pertence a Ec. 

Assim, pelo Teorema de Ascoli-Arzelá, a seqüência (fn) pos- 
sui uma subsegiiência (fn,), que converge uniformemente em 
[+1,1] para uma função fe € Ee. Passando ao limite sob o sinal 
de integral, vemos que A(fc) = fim A(fn,) = He, logo Alf) é o 
valor mínimo de A(f) para f € E.. 

Indicaremos abaixo o gráfico da função fe em cada um dos 
casos c > 1, c=]e0<c<l. 


Exercícios 


1. Sejam fa(x) = x", gulx) = xt] ehdx) = (1 = x2)". 
Determine os limites destas seqüências de funções no in- 
tervalo [—1,1]. Examine a uniformidade da convergência e 
trace, em cada caso, os gráficos das três primeiras funções 
da seqüência e da função limite. 
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2. Prove que fa(x) = nx(1 — x)” converge simplesmente, 
porém não uniformemente, em [0, 1], para a função identi- 
camente nula. 


3. Seja lim an = a, com an É q para todo n. Prove que a 


tio f 1 ; 
seqüência de funções fn(x) = an | x+ -— | converge sim- 
x 


1 
plesmente para f(x) = a (x+ z) em R — {0}. A con- 


vergência é uniforme num conjunto.X C R — {0} se, e so- 
mente se, X é limitado e O ¢ X’. 


4. Se liman = a, limb, = b,... limjn = j, imla = l 
então a seqüência de polinômios pn(x) = an +bnx +--+ 
jnx? + lnx? converge para o polinômio p(x) = a + bx + 
-- -+jx?+1x!?, uniformemente em cada intervalo compacto 
la, b]. (Para afirmações mais completas, veja Elementos de 
Topologia Geral, do autor, p. 211.) 


5. As seguintes afirmações a respeito de uma sequência de 
funções fn: R — R são equivalentes: 


(a) a seqüência converge uniformemente em toda parte li- 
mitada de R; 


(b) idem em toda parte compacta; 
(c) idem em todo intervalo compacto. 

6. Se fn O f e gn > g simplesmente em X, então fn + gn > 
f +g efn: gn > f- g simplesmente em X. Além disso, 
z -= F simplesmente em X, desde que f(x) £ O para todo 

n 
xEX. 


7. Se fnaf e gnag uniformemente em X, então fat+gn—f+g 
uniformemente em X. Se existir c > O tal que |fa{x)| < c 
e Ign(x)|<c para todo nEN e todo xeX então fn: gn >f- g 


: 1 
- uniformemente em X. Também E — F uniformemente 
n 
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10. 


11. 


12. 
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em X desde que exista a > 0 tal que |fa(x)) > a para 
todo n € N e todo x € X. Dê exemplos mostrando que 
as duas últimas conclusões seriam falsas sem as hipóteses 
adicionais. 


. Seja lim fn = f uniformemente em X. Se a < f(x) < b 


para todo x € X então, dado £ > 0, existe no € N tal que 
n >n >a—e< frix) < b +c para todo n > no e todo 
x € X. Conclua que, no Exercício 7, as hipóteses sobre 
gn € fn podem ser substituídas por hipóteses sobre g e f 
respectivamente. 


. Dada f: X — R limitada, seja ||fl| = supllf(x)l; x € X}. 


O número ||f|| chama-se a norma da função f. Prove as 
seguintes relações: 


(1) IIfIl < 0; Ifl = 0 & f(x) =0 para todo x € X; 


(2) If + gil < IIfIl + Ilgll; 

(3) Ile -fll=lel-|lfllseceR; 
(4) HIFI — Igli < Ilf — gll; 

(5) If -gll < IFI - lgl. 


Prove que fn — f uniformemente em X se, e somente se, 
fn — f é limitada para todo n suficientemente grande e 
lim |lfn — fll = 0. 

noo 


Seja limf, = f uniformemente em X. Então f é limitada 
se, e somente se, existe no € N tal que n > no > fn 
limitada. No caso afirmativo, tem-se lim ||fa]] = Ilf||. 


Seja f: I — R uma função que é contínua em todos os 
pontos do intervalo I, salvo um único ponto c. Obtenha 
uma sequência de funções contínuas fn: I — R tal que 
lim fn = f simplesmente. Generalize para uma função f 
com um número finito de descontinuidades cy,...,Cn. 
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13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


Mostre que não existe uma sequência de funções contínuas 


fa: [0,1] — R, convergindo simplesmente para a função 
f: [0,1] > R tal que f(x) = 0 para x racional e f(x) = 1 
quando x é irracional. 


Dada f: R > R, tem-se lim f(x) = a se, e somente se, a 
Xx—+00 
sequência de funções f(x) = f(x + n) converge uniforme- 


mente em [0, +00) para a função constante a. 


Se cada função fn: X — R é uniformemente contínua em 
X e fn > f uniformemente em X então f é uniformemente 
contínua em X. 


Nenhuma seqüência de polinômios pode convergir uniforme- 
mente para a função — ou para função sen — no intervalo 
x 


aberto (0,1). 


Dada uma seqgiiência simplesmente convergente de funções 
fa: X > R, seja U o conjunto das partes U C X tais que 
fn — f uniformemente em U. Prove: 


(a) U + 0; 
(b)SeUceU4eVclUentãoVeu; 
(c) Se Lh,...,Uv E U, então U,U-..UU el. 


Enuncie uma afirmação equivalente a: “a sequência de 
funções fa: X — R não converge uniformemente para a 
função f: X > R”, sem usar a palavra “não”. 


Exiba uma segiiência de funções fn: [0,1] — R que convirja 
uniformemente em (0,1) mas não em [0,1]. 


Se fan — f uniformemente em X, com f,(X) C Y para 
todo n e f(X) C Y então go fn > g o f uniformemente 
em X desde que g: Y — R seja uniformemente contínua. 
Enuncie e prove um resultado análogo para g,ºf > gof. 
Foi preciso supor algo sobre f? 
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-22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 
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Se fn — f uniformemente em X, gn — g uniformemente 
em Y, f(X) C Y, fa(X) C Y para todo n e g é uniforme- 
mente contínua em Y, então gnogn — gof uniformemente 
em X. 


Uma seqüência monótona de funções é uniformemente con- 
vergente desde que possua uma subseqüência com esta pro- 
priedade. 


Se uma seqüência de funções contínuas fn: X — R converge 
uniformemente para f: X > R e xn > a, ondea E Xe 
cada x, € X, então lim fi(xn) = f(a). 


Se uma seqüência de funções contínuas fn: X > R é tal 
que Xn €E X, limx = a €E X implica lim fn(xn) = f(a) 
então fa — f uniformemente em cada parte compacta de 
X. 


Se uma sequência de funções monótonas converge simples- 
mente para uma função contínua num intervalo I, então a 
convergência é uniforme em cada parte compacta de I. 


Se a série Lf, converge uniformemente em X então fn — O 
uniformemente no mesmo conjunto. 


Suponha que a sequência de funções fa: I > R, todas 
definidas no mesmo intervalo I, é tal que, para cada x € I, 
apenas um número finito de valores fa(x), n € N, é dife- 
rente de zero. Prove que Ef, é absolutamente convergente 
em I. Dê um exemplo em que cada fn seja contínua mas 
Xf, não convirja uniformemente. 


Se Llgn| converge uniformemente em X e existe k > 0 tal 
que |fn(x)| < k para todo n € N e todo x € X, então Lf,gn 
converge absoluta e uniformemente em X. 


São dadas as sequências de funções fn, gn: X > R com 
as seguintes propriedades: existe uma constante k > O tal 
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que as reduzidas sn = fi +--: + fn satisfazem |sn(x)| < k 
para todo n € N e todo x € X. Além disso, as funções 
gn decrescem uniformemente para zero, isto é, gn(x) < 
gnsi(x) para todo n € N e todo x € Xe limgn = 0 
uniformemente em X. Nestas condições, prove que a série 
Ef, - gn é uniformemente convergente em X. [Sugestão: use 
o método de demonstração do Teorema 21, Capítulo IV, e 
o exercício anterior.) 


cos(nx) 


sen(nx 
sentes eL——— convergem 
n 


30. Para todo e > 0, as séries L 


n 
uniformemente no intervalo [e, 271 — el. 


oo 
31. Sea “série de Fourier” f(x) = ao+ >. (an cos nx+bn sennx) 
n=} 
converge uniformemente no intervalo [-r, 7t], prove que 
valem as relações de Euler: 


ao = =l f(x) dx, am = =| f(x) cos mx dx, 


==" 


TT 
bn=—) f(x) senmx dx, m > 1. 


-7 


32. Para cada n € N, seja fn: l0, 1] — R definida por fa(x) = 


x — x”. Prove que lim falx) = 0 uniformemente em 
X— a 
relação a n. 
33. Seja f: R — R definida por f(x) = 5. entre) Determine 


n=] 


J37 t(x) dx e tt). 


34. Dê exemplo de uma seqüência de funções deriváveis 

“ fa: la, b] > R tais que (fi) seja uniformemente conver- 
gente, mas (fn) não convirja num único ponto de [a, b]. 

35. Se existe lim fn(c) = L e (fi) converge uniformemente para 
zero em I, então fn — L, uniformemente em cada compacto 
K c I. Aplique este fato a fn(x) = sen (=). 
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36 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


EXERCÍCIOS 


A sequência de funções fn: [0,1] — R, onde fa(x) = 
x"(1 — x"), converge simplesmente para zero. Tem-se 
lim fi fn(x) dx = 0. Existe lim fa (x) = g(x) para todo 
x € [0, 1] mas g não é derivada de função alguma em [0,1]. 
Note que a sequência (fn) cumpre lim(ff) = (lim fn)’ em 
[0, 1), embora a convergência não seja uniforme aí. 


Dada uma série de potências Lanx”, sejam c >0eM>0 
tais que |anc™| < M para todo n € N. Prove que (—c, c) 
está contido no intervalo de convergência da série conside- 
rada. 


Se uma série de potências converge em todos os pontos de 
um intervalo compacto, a convergência é uniforme nesse 
intervalo (mesmo que ele não esteja contido no intervalo 
de convergência). 
oo n 
Eae x - ; 
Prove que a série 5) — não converge uniformemente em 


n=0 N- 
toda a reta. 


Mostre que as séries de potências (1 — x) - E(-1"x e 
(1+x2) - Ex” têm ambas raio de convergência 1. 


Seja (—r,r) o intervalo de convergência da série 
Lanx”. Pondo sn = ao +aj+--- + an prove que, para 
todo x € ({(—1,1) A (—r,r), vale Lax" = (1 — x) - Espx”. 


Suponha que an > O para todo n, que f(x) = Zanx® no 


intervalo (—r,7) e que lim f(x)=L. Prove que Lar"=L. 
XT” 


Sejam } ax! e 5 b;x) séries de potências com raios de 
iz] jzo 
convergência r > 0 e s > O respectivamente. Prove que e- 
xiste uma série de potências 5 cnx", com raio de 
n>o 
convergência t > O tal que, para todo x € (—t,t), vale 
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44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


DZ cx" = J} bj(}_ axt}. Conclua que a composta de 
n>0 jo i>i 
duas funções analíticas é analítica. 


A seqüência de funções fn(x) = nx? possui derivadas limi- 
tadas no ponto 0 mas não é eqüicontínua neste ponto. 


Um conjunto de polinômios de grau < k, uniformemente 
limitado num intervalo compacto, é eqüicontínuo nesse in- 
tervalo. 


Diz-se que uma seqüência de funções fn: X — R converge 
fracamente para uma função f: X > R quando lim f, (x) = 
n 


f(x) para cada ponto x € X no qual f é contínua. Seja 
D c R denso. Prove que se uma seqüência de funções 
monótonas fn: R — R converge simplesmente em D para 
uma função f: R > R então (fn) converge fracamente para 
fem R. 


Seja f(x) = x + A se x £0ef(0) = 0. Obtenha uma 


seglência de funções contínuas crescentes fn: R — R que 
converge para f em R — (0), mas (f,(0)) não converge. 


Uma sequência simplesmente limitada de funções monó- 
tonas fn: R — R possui uma subseqiência que converge 
fracamente para uma função monótona f: R — R, a qual 


podemos tomar contínua à direita. [Sugestão: use Cantor- 
Tychonov e o Exercício 46.) 


Seja (fn) uma sequência equicontínua e simplesmente li- 
mitada num compacto X C R. Se toda subseqiência uni- 
formemente convergente em X tem o mesmo limite 
f:X5R, então fn — f uniformemente em X. 


Dê exemplo de uma segiiência equicontínua de funções 
fn: (0,1) > (0,1) que não possua subsegiiência uniforme- 
mente convergente em (0,1). 
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51. 


52. 


53. 


“EXERCÍCIOS 


Dada uma sequência de funções duas vezes deriváveis 
fa: I — R, suponha que fn — f simplesmente em I, que 
(fi(a)) é limitada para um certo a € I e que (f%) é uni- 
formemente limitada em I. Prove que Fe C!. 


Dada uma segiiência de funções k + 1 vezes deriváveis 
fn: I > R, suponha que existam g,,... ap Elec >O, 
i 1 (k) 

tais que |fn(ao)| < c, fala) < c,...,lfn (ax) < c para 
todo n € N e que a seqüência (E PTN seja uniforme- 
mente limitada em I. Prove que existe uma subseqüência 
(fn,) que converge, juntamente com suas k primeiras deri- 
vadas, uniformemente em cada parte compacta de I. 


Demonstre o Corolário do Teorema 22 para intervalos 
arbitrários (abertos ou não) IC R. 


BIBLIOGRAFIA o 425 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


BIBLIOGRAFIA 


. BARTLE, R. G. — The Elements of Real Analysis. New York, 


J. Wiley, 1964 


. BOAS, R. P. — A Primer of Real Functions. The Mathematical 


Association of America, 1960 


. BURRILL, C. W. e KNUDSEN, J. R. — Real Variables. New 


York, Holt, Rinehart and Winston, 1969 


. CANTOR, G. — Contributions to the Founding of the Theory 


of Transfinite Numbers. New York, Dover, 1915 


. COHEN, L. W. e EHRLICH, G. — The Structure of the Real 


Number System. New York, Van Nostrand, 1963 


. DEDEKIND, R. — Essays on the Theory of Numbers. La Salle, 


I11., The Open Court Publ. Co., 1948 


. FIGUEIREDO, D. G. — Análise T. Rio de Janeiro, L.T.C., 1974 
. GLEASON, A. M. — Fundamentals of Abstract Analysis. Read- 


ing, Mass., Addison-Wesley, 1966 


. GOFFMAN, C. — Introduction to Real Analysis. New York, 


Harper & Row, 1966 


GRAVES, L. M. — The Theory of Functions of Real Variables. 
New York, McGraw-Hill, 1946 


HALMOS , P. R. — Naive Set Theory. Princeton, N. J., Van 
Nostrand, 1960 


HARDY, G. H. - 4 Course of Pure Mathematics. Cambridge 
Univ. Press, 1952 


LANDAU, E. — Foundations of Analysis. New York, Chelsea, 
1951 l 


LANG, S. — Analysis, I. Reading, Mass., Addison-Wesley, 1968 


426 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 
22. 


BIBLIOGRAFIA 


LIMA, E. L. — Elementos de Topologia Geral. Rio de Janeiro, 
Ao Livro Técnico, 1970 


. LIMA, E. L. — Logaritmos. Rio de Janeiro, Ao Livro Técnico, 


1973 


MONTEIRO, L. H. Jacy — Elementos de Álgebra. Rio de 
Janeiro, Ao Livro Técnico, 1969 


PHILLIPS, E. G. — 4 Course of Analysis. Cambridge Univ. 
Press, 1956 


PÓLYA, G. e SZEGÓÔ, G. — Problems and Theorems in Analy- 
sis. Berlim, Springer-Verlag, 1972 


RUDIN, W. — Princípios de Análise Matemática. Rio de Janeiro, 
Ao Livro Técnico, 1971 


SPIVAK, M. — Calculus. New York, W. A. Benjamin, 1967 


TARSKI, A. — Introduction to Logic and to the Methodology of 
Deductive Sciences. New York, Oxford Univ. Press, 1946 


Adição, 35, 36, 61 
Aproximações sucessivas, 127 
Arbitrariamente grandes, 100 
Área, 302 

interna, 302, 313 

externa, 303, 313 
Associatividade, 36, 38, 61, 62 
Associatividade de séries, 148 
Axioma Fundamental da Análise, 80 

(s) de Peano, 34 

(s) de Corpo, 61 


Boa ordenação, 39 


Cadeia de conjuntos, 194 
Cantor, 32 
Cobertura, 180 
Coeficientes de Fourier, 421 
Cohen, 33, 60 
Complementar, 9 
Comutatividade, 36, 38, 61, 62 
Condição de Lipschitz, 296 
Conjunto 

aberto, 164 

compacto, 183 

das partes, 5 

de Cantor, 172 

de conteúdo nulo, 336 

de medida nula, 343 

denso em R, 83 

denso noutro, 173 

derivado, 175 

(s) disjuntos, 7 

fechado, 170 

enumerável, 48 

equicontínuo, 406, 407 

finito, 42 

infinito, 45 

limitado, 46, 74 


427 


ÍNDICE ALFABÉTICO 


superiormente, 74 
inferiormente, 74 
mensurável, 303 
uniformemente eqiuicontínuo, 409 
uniformemente limitado, 411 
simplesmente limitado, 411 
vazio, 4 
Contradomínio, 13 
Convergência 
fraca, 423 
monótona, 375 
pontual, 362 
simples, 362 
uniforme, 365 
Coordenada, 11, 24 
Corpo, 61 ` 
arquimediano, 75 
completo, 80 
ordenado, 65 
Co-seno, 392 
Cota 
inferior, 74 
superior, 74 
Critério de Cauchy 
para convergência uniforme, 369 
para funções, 201 
pata séries, 138 
de comparação, 137 
Corte de Dedekind, 95 


Dedekind, 33 
Definição por indução, 35, 41 
Demonstração por indução, 34 
Derivação termo a termo, 379, 391 
Derivada, 256 

à direita, 256 

à esquerda, 256 

de ordem n, 277 
Descontinuidade 

da derivada, 270 

de primeira espécie, 230 


428 


de segunda espécie, 230 
Desigualdade de Bernoulli, 69 
Desigualdade entre as médias 
aritmética e geométrica, 300 
Diagonal, 12 
Diferença 

entre conjuntos, 8 

entre elementos de um corpo, 62 
Diferencial, 261 
Dissociatividade numa série, 148 
Distância de um ponto a um conjun- 
to, 189 
Distributividade, 38, 63 
Divisão, 63 
Domínio, 13 . 

Ehrlich, 33, 60 
Elemento 

máximo, 39 

mínimo, 39 

neutro, 62 

positivo, 65 
Expressões indeterminadas, 211, 284 


Extensão, 21 


Faixa, 365 
de hipérbole, 346 
Família, 24 
Fecho de um conjunto, 170 
Fórmula de Taylor i 
com resto de Lagrange, 285 
com resto integral, 330 
infinitesimal, 283 
Função 
analítica, 288, 399 
bijetiva, 16 
característica, 54 
complexa, 404 
contínua, 222 
à direita, 262 
à esquerda, 262 
continuamente derivável, 269 
convexa, 286 
crescente, 50, 207 
de Cantor, 248 


de classe C!, 269 
de classe C™, 278 
de classe C, 279 
de variação limitada, 357 
decrescente, 207 
derivada, 268 
derivável num conjunto, 259 
num ponto, 256 
escada, 252, 310 
exponencial, 348 
identidade, 17 
injetiva, 15 
integrável, 313 
inversa, 22 
à direita, 22 
à esquerda, 21 
lipschitziana, 242, 273 
localmente limitada, 356 
monótona, 89, 207 
n vezes derivável, 278 
não-decrescente, 207 
poligonal, 252 
semicontínua, 252 
sobrejetiva, 15 
uniformemente contínua, 241 
uniformemente derivável, 276 


Gráfico, 14 
Grupo abeliano, 62 
Grupo 


aditivo de números reais, 97 


Halmos, 1, 32 
Homeomorfsmo, 238 
Homomorfismo, 88 


Imagem, 17 
inversa, 18 
Inclusão (entre conjuntos), 4 
(função), 15 
Indeterminação, 132, 284 
Índice, 23 
(s) arbitrariamente grandes, 121 
(s) suficientemente grandes, 121 
Indução, 34, 35, 40 


Ínfimo (inf), 76 
Interior de um conjunto, 163 
Interseção, 7, 24 
Intervalo, 70 
(s) componentes, 168 


Inverso de uma série de potências, 


400 

multiplicativo, 62 
Integração por partes, 327 

termo a termo, 377, 389 
Integral, 313 

superior, 306 

inferior, 306 
Intervalo de convergência, 387 
Isomorfismo, 61 


Jacy Monteiro, 33 


Landau, 33, 60 
Lei do corte, 36, 38, 62, 63 
Lentidão do crescimento 
logarítmico, 350 
Limite 
à direita, 205 
à esquerda, 205 
de somas de Riemann, 333 
de uma função, 196 
de uma segiiência, 107 
inferior, 122, 215 
infinito, 129, 209 
no infinito, 209 
superior, 122, 215 
Logaritmo, 345 
na base a, 351 


Maior do que, 37, 66 
elemento, 39 
Máximo local, 264 
estrito, 264 
Medida nula, 343 
Menor do que, 37, 66 
elemento, 39 
Método dos coeficientes a deter- 
minar, 396 
Mínimo local, 264 


429 


estrito, 264 
Monotonicidade, 37, 38, 67 
Mudança de variável, 326 
Multiplicação, 38, 62 


N-upla, 24 
Norma de uma função, ag 
Número 
algébrico, 94 
cardinal, 52 
de elemento de um conjunto, 42 
“« e” , 113 
iiteiro: 2 
irracional, 81 
natural, 2 
racional, 3 
real, 80 
transcendente, 95 


Ordenação 
dos números naturais, 37 
num corpo, 65 

Oscilação, 314 
num ponto, 339 


Par ordenado, 11 
Parte de um conjunto, 4 
Partição de um intervalo, 304, 305 
mais fina, 305 
pontilhada, 333 
Pertence a (e), 2 
Polígono retangular, 303 
Polinômio de Taylor, 280 
Ponto aderente, 169 
isolado, 177 
Ponto crítico, 293 
não degenerado, 293 
de acumulação, 175 
à direita, 177 
à esquerda, 178 
de descontinuidade, 229 
interior, 163 
Primitiva, 323 
Produto cartesiano, 12, 27 
Produto de série de potências, 394 


430 


Projeção, 15, 28 
Quociente, 63 


Raio 
de convergência, 387 
de um intervalo, 100 
Raiz n-ésima, 81 
Rapidez do crescimento exponen- 
cial, 275 
Reduzida, 134 
Regra da cadeia, 263 
Resto, 259 
Restrição, 21 
Reunião, 6, 24 
Rudin, 60 


Semi-reta, 71 

Seno, 392 

Segiiência, 25 
convergente, 108 
de Cauchy, 126 
de Cauchy (de funções), 368 
de funções, 362 
de números reais, 100 
de termos dois a dois distintos, 101 
de variação limitada, 155 
divergente, 108 
dupla, 382 
eqiiicontínua, 406, 407 
ilimitada, 101 
limitada, 101 

inferiormente, 101 
superiormente, 101 

monótona, 102 
monotonamente convergente, 375 
(não) crescente, 102 
(não) decrescente, 102 
simplesmente convergente, 362 
simplesmente limitada, 411 
uniformemente limitada, 411 
uniformemente convergente, 365 


Série 

absolutamente convergen- 
te, 138 

comutativamente convergen- 
te, 150 

condicionalmente convergen- 
te, 139 

convergente, 134 

de Fourier, 421 

de potências, 384 

de Taylor, 288 

divergente, 134 

dupla, 382 

geométrica, 135 

harmônica, 135 

(de funções) normalmente conver- 
gente, 370 

numérica, 133 
Simétrico, 62 
Soma 

de Riemann, 333 

superior, 303, 305 

inferior, 303, 305 
Spivak, 60 
Subcobertura, 180 
Subconjunto, 4 

próprio, 4 
Subseqiiência, 101 
Subtração, 62 
Sucessor, 34 
Suficientemente grande, 100 
Supremo (sup), 75 


Tangente, 256 
Tarski, 1 
Teorema de Abel, 388 
de Ascoli-Arzelá, 412 
de Baire, 193 
de Cantor-Tychonov, 412 
de Darboux, 269 
de Dini, 375 
de Weierstrass, 239 
do Valor Intermediário, 234 
do Valor Médio de Lagrange, 272 


Fundamental da Aritmética, 40 

Fundamental do Cálculo, 324 
Teorema de valor médio para inte- 
grais, 327 
Termo, 25, 100, 134 
Teste 

da raiz, 140 

da razão, 141 

de Abel, 146 

de Dirichlet, 145 

de Leibniz, 146 

de Weierstrass, 370 
Transitividade, 37, 67 
Tricotomia, 36, 67 
Trigonometria, 392 


Valor, 13 
absoluto, 71 
de aderência, 121, 213 
médio de função, 335 
Variação 
positiva, 358 
negativa, 358 
total, 357 


431 


